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Forord.

e Ténker du borja studera pa ett tekniskt/naturvetenskapligt program till hosten?

e Vill du ge dina studier en flygande start?

I stort sett vilken teknisk /naturvetenskaplig utbildning du &n véljer, sa borjar studierna med
en ansenlig mangd matematik. Lyckas man vil med dessa matematikkurser, sa ligger viigen
oppen for fortsatt lyckade studier. Ett bra satt, for att underldtta matematikstudierna, &ar att
repetera gymnasiematematiken innan du borjar pa hogskolan /universitetet.

Det héfte som du just tittar i, innehaller ett antal évningar som kan vara lampliga att arbeta
med under en sadan repetition. Vi dr medvetna om att inte alla far behalla sina gymna-
siebocker. Darfor innehaller hiftet dven en del teoriavsnitt och exempel. Nagra kommentarer
till 6vningarna.

e Forsok att gora uppgifterna utan hjélp av minirdknare och formelsamlingar. Det ar
viktigt att lira sig behérska riknelagar m.m. utan att anvinda hjdlpmedel.

e Forsok kontrollera rimligheten i dina svar, innan du jamfor med facit. Nagra exempel
pa kontrollmajligheter:

— Om du forenklar ett uttryck som innehaller storheterna a och b, sa skall det ur-
sprungliga och det forenklade uttrycket vara lika for alla virden pa dessa storhe-
ter. Testa med nagra olika virden pa a och b for att se att uttrycken &r lika for
atminstone dessa varden.

— Loser du en ekvation, sa skall losningarna forstas uppfylla ekvationen. Satt in
I6sningarna i ekvationen och kontrollera att hogerled och vénsterled blir lika.

— Ibland kan man rita figurer som illustrerar problemet (t.ex. nér det giller trigono-
metri och geometri). Gor det!

e [ slutet av varje kapitel finns en del stjirnmérkta 6vningar. Det kan vara ldmpligt att
forst arbeta med de uppgifter som ej &r stjirnmérkta, for att senare i man av tid 6va
vidare pa (*)-uppgifterna.

Ovningshéftet finns att himta pa

http://www.mai.liu.se/TM/repetition/

Lycka till.
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Diagnostiskt prov

Forsok att 1osa dessa uppgifter utan hjélpmedel. Det kan hidnda att du tycker att en del
uppgifter &r svara, men det ska du inte bli orolig for. Haftet innehaller forklaringar, exempel
och 6vningar som gor att du sékerligen kommer att klara diagnostiska provet mycket béttre
efter att ha arbetat med 6vningshéftet.

z—1

1. Los ekvati =1
0s ekvationen E—

1 1 1
2. Skriv — — [ = — = k.
Skriv 5 <3 4> som ett bra

2

3. Forenkla uttrycket sa langt som mojligt.

SHIS]
e | 4+

Q|o
Q| |

4. Bestém alla losningar till ekvationen 42? — 6z +1 = 0.
5. Ange alla x sadana att |2z + 3| = 2.
6. For vilka z giller olikheten z? <9 ?

b2 (a2b) " Va

7. Forenkla 32y 1

sa langt som mgojligt.
2

8. Rita funktionen f(z) = % —x+1, -1 <z <2 och ange funktionens stérsta och

minsta varde.

9. Vilken av nedanstaende figurer askadliggor bést funktionen y = 2e73%?

A. Y B. y C.y
T
2
// > 3 ¥
x
x
D. y E. vy F Y
/’/ x \ T
) 2 ¥ ),
x
i} : e
10. Bestdm derivatan av f(x) = T

11. Forenkla 1g15 4 21g2 —1g6 sa langt som mojligt.

1
12. Bestdm cosv da v ligger i andra kvadranten och sinv = 3"

1
13. Bestdm alla = som uppfyller ekvationen sinx = 3



1 Foérenklingar och omskrivningar

Vi startar med nagra elementéra riknelagar:

(a+b)? = a®+ 2ab+ b (1)
(a—b)? = a®—2ab+ b (2)
(a+b)(a—b) = a*—b* (3)
a*+ b = (a+0b)(a®— ab+b?) (4)
a® = = (a—0b)(a®+ ab+b?) (5)

De tva forsta kallas kvadreringsreglerna, den tredje kallas konjugatregeln och de tva sista ar
kubreglerna. Samtliga dessa riknelagar kan forstas kontrolleras genom att man utfér multipli-
kationerna i vénsterledet i (1)—(3) respektive hogerledet i (4)—(5). Den 1:a kvadreringsregeln
kan vi &ven se pa foljande geometriska sétt, i alla fall da a och b &r positiva.

a b
a a’ ab
b ab b?

Vinsterledet i ekv. (1) &r arean av hela kvadraten med sidan a + b, hogerledet dr summan av
arean av de fyra delar som kvadraten bestar av. Konjugatregeln och 2:a kvadreringsregeln kan
pa motsvarande sétt ges en geometrisk tolkning. Konjugatregeln ér for 6vrigt ofta anvandbar
da det giller att forenkla uttryck som innehaller rotuttryck i ndmnaren.

1
V2-1

Vi forldnger uttrycket med ndmnarens konjugat, d.v.s. V241 och far

Exempel 1 Forenkla

1 V2+1 V241
ﬁ—1_(\/§+1)(\/§—1)_\/52_12_ﬁ+1'

1 1 1
E 12 Forenkla — + - — —.
xempe orenkla 5 + 3 1



Vi sétter uttrycket pa minsta gemensamma ndmnare, d.v.s. 12 och far

1+1 1 6 4 3 6+4-3 7
2 3 4 12 12 12 12 12
Exempel 3 Forenkla uttrycket T
1+
Vi gor likndmnigt i flera steg, med start ”inifran”:
1 B 1 B 1 B 1 1 x4
T T @ z+l = 2wl :
1+1+% 1+§ I+eh Stz T Zwtl
Ovningar
1. Berédkna:
1 1 1 15 1 3
—3)2—(=2) b) =+ = 34— — —= d) ——
- +1
5
1 1
§+Z 23 23 2 2 3 3 . a3
°) 1 £) 2% —(22)° g)2.32-(2-3)2 h)6>—2%.3
3 4

2. Forenkla uttrycken
402" - ab? 8 (b%a) 1)? 1\’
a) % b) (2ab2)3 C) ( a) d) <_> a3 <_>
a

3. Utveckla:
a) (a+b)? b)(a—0b)* c) (3a— 5b)? d) (a—0b)(a+10)
e) (a+b? f)(@=b° g (e+y)(=®—zy+y?) h)(z—y)*+azy+y°)

4. Skriv som en produkt av sa manga faktorer som mdojligt, genom att "kénna igen” t.ex.
kvadrerings- och konjugatregler:

a) a®> —4b*> b) 75 — 3y c) 75z — 30wy + 3y d) 2® +1
e) 1622 — 9 f) 2® —day+4y* g) 32° — 27z

5. Skriv om sa att ndmnaren ej innehaller nagra rottecken:
1 1
a b) ———
)\/5—2 )1—(\/3—1)2




()

6. Forenkla foljande uttryck:

3x + 2 20 — 1
a) (p— 1%+ (p+1)%-2p° b)(r -

2 (2

+s5)"—(r—s)° c : :
LI
a’? —ab b a 2
a) S o Lt n (Viz-v3)

b a

7. I manga fysikaliska sammanhang dyker sambandet — = — + 5 upp- Talen a och b

a

ar positiva storheter. Om t.ex. tva elektriska motstand med resistanserna a resp b
parallellkopplas kommer denna krets att ha motstandet .
Los ut y ur sambandet. Vad kan ségas om y jamfort med a och b7
8. Utveckla:
a) (a+b+c)? b) (a — 2b — 3¢)? c) (a+b+e)?

9. Utveckla:
a) (z —y)(2° + 2ty + 2%y + 2%y° + 2y’ +4°)
b) (z +y)(2® — 2%y + 2ty? — 2393 + 22" — 2y + o5)

10. Skriv som en produkt av s& manga faktorer som méjligt:

a) 27z% — 1 b) 100zy — 1252% — 2052 ¢) 2t — 16y*
d)zt =222 +1 e) ab —¢°

11. Forenkla:

1 1
2 4ot b —5
L 20 — ————
b a+b a2
1+a
2 r—a3 Ja?-22+1
c)@+ﬂ5>VK6+¢® YNG) ®3ﬁ+x2/ T

12. Visa 2:a kvadreringsregeln genom att tolka uttrycken som areor.

Polynomdivision.

Om p(z), g(z) och r(x) &r polynom, sadana att

r(z)

— =k(z)+ — 6

@)+ o ®
dér r(x) har ldgre gradtal dn g(z), kallar vi k(z) for kvoten och r(z) for resten da p(x) divideras
med ¢(z). For att bestimma k(z) och r(z) gar man till véiga pa liknande sétt som nér man
bestdammer kvot och rest vid division mellan tva heltal.



223 — 622 + 10x — 8

Exempel 4 Utfor polynomdivisionen PR W
Uppstéllt med ”liggande stolen” fas
2z —2
20°  —62° +10z -8 [2° -2z 42
—(223 —42%  + 4z)

—2z* + 6x -8
—(=22% + 4 —4)
2r —4

De steg som utforts ovan ar foljande:

e Utga fran uppstéallningen

20° —62° +102 —8|a2® —2z +2

o 22 gir 2z gangeri 2a3. Subtrahera 2z(x? — 2z + 2).

2z
20° —62° +10z —8[a° -2z +2
—(22° —4a® + 4x)
—22° + 6z -8

o 2° gar —2 gangeri —2x2. Subtrahera —2(z* — 2z +2).

2z —2
20° —62° +102 -8 [2° —2z +2
—(223 —42? 4 4z)

—2z* + 6x -8
—(=22% + 4 —4)
2r —4

Anvéander vi istéllet ”trappan” blir uppstéillningen

2z -2
2 =2z +2] 22° —627 +10z -8
—(223 —4x? + 42)

—22* + 6r -8
—(—=22% + 4z —4)
20 —4

Som synes &r skillnaden mellan de olika uppstéllningarna mest av kosmetisk art,
réakningarna blir desamma.

Ur kalkylen ovan far vi kvoten k(z) = 2z — 2 och resten r(z) = 2z — 4, d.v.s.

2x3—6x2+10x—8:2x_2+ 2 — 4 .
2 —2x+2 2 —2x +2




OBS: En enkel kontroll av att man riaknat rétt, fas genom att multiplicera bada
led med nimnaren z? — 2z + 2.

Ovningar

13. Utfor polynomdivisionen:
2) 2 —3x+7 b) x? o) x3 + 222 — 9z — 18
T —2 2 —1 T —2

14. Bestéim kvot och rest da P(x) = z* + 2% — 52 + 3 divideras med

a) r —2

b)xz—1

c) x + 3.

d) Berékna P(2), P(1) och P(—3). Ser du nagot samband?
(*) e) Bevisa det samband du férhoppningsvis sag.
(*) 15. Bestim resten da polynomet 2'% — 220 +1 divideras med

a)r—1 b) x 42 c)x+1



2 Ekvationslésning

Ekvationslosning dr vad det later som. Det handlar om att finna samtliga tal som uppfyller
en given ekvation.
Exempel 5 Los ekvationen 2z — 3 = 4(5 — 3x).

Ekvationen kan skrivas 2x — 3 = 20 — 122. Vi moblerar om sa att alla  hamnar
pa ena sidan och alla konstanter pa den andra och far ekvationen 14x = 23 d.v.s.

x = 23/14.
O
.. . 1 1 1
Exempel 6 Los ekvationen — + = = —.
z 3 5
Samla konstanterna pa hogra sidan och gor likndmnigt, sa fas
1 1 1 3 5 2
z 5 3 15 15 15
Detta ger losningen x = —15/2.
O
Exempel 7 Los ekvationen (z —1)(z —4) = (x —4)(3 — z).
Enklast hanterar vi denna ekvation genom att moblera om sa att vi far 0 i
hogerledet. Vi far da ekvationen
(—1)(z—4)—(x—4)B—-2z)=0
vilket kan skrivas om som
(z—=1)—(B—x)(z—4) =0
d.v.s.
2z —4)(x —4) = 0.
Saledes har ekvationen lésningarna x = 2 eller = = 4.
(Ett mycket vanligt fel dr att man direkt dividerar bada led med den gemensamma
faktorn (x —4) och landar i ekvationen x—1=3—x. Da har man dock dessvirre
tappat bort en lésning. Division med (x — 4) forutsdtter ju att © # 4. )
O



Andragradsekvationer.

Betrakta en allmén andragradsekvation 2 + pz 4+ ¢ = 0 dér p och ¢ #r konstanter. For
att hérleda en formel for ekvationens rétter, anvinder man sig av en omskrivning som &r
mycket vanlig da man arbetar med andragradsuttryck, namligen kvadratkomplettering. Detta
innebér att man samlar alla uttryck som innehaller z i en kvadrat, vilket kan ses geometriskt
i nedanstaende figur.

p p
r+p x 9 9
x z? + px T 72 1'_95,3 Bw
2 2
p p
v 2 Ty
v | 2 Py (w+£>2_(£)2
2 » 2 2
r+ =
2
p p
£ £ p
2 2" B
p
2

2 2 2 2
e 2 g (o5 (5) st e va= (s 8)' - (3 -0).

Vi kan dven se detta algebraiskt genom att anvénda oss av 1:a kvadreringsregeln:

2 2 p 2 p (P)2 <p>2 < P)2 <P>2
‘+popr+qg=z"4+2-=x+qg=2"+2-Zx+ (=) — (=) +qg= + =) — ) — .
r“+pr+qg==x 235 qg== 235 5 5 q T 5 5 q

Med denna omskrivning kan ekvationen z2 + pz + ¢ = 0 tecknas

(8- )

2
och under forutséittning att (g) — ¢ > 0 sa har ekvationen 16sningarna

D P\ 2
P_ 4 <_>_
x—i—z 5 q

d.v.s.




Ovningar

16. Los ekvationerna:

1 1 1 1 x 4

20 —3=5—-2x b) —=— - —— = d =0

a) 2 v ):U x? C):c dr 12 )%—1 x—2
17. Los foljande andragradsekvationer:
a) 152% = 16z b) 8(z — 3)(x + 1) 0 ¢)a?4+7x+12=0
d) 1422 =272 +9=0 e)3(x+2)*=4(z*-4) ) 3@x+1)?=3(*-1)
(*) 18. Los ekvationerna:

a) (x+1)2x—3)=2>-22+9 b)z®>—(a+bz+ab=0

e -5 z+44
c) o3 =1

Polynomekvationer av hogre grad.

Att 16sa ekvationer av grad storre én 2 dr i allménhet krangligt (eller ibland omgjligt). I vissa
fall kan man dock klara det relativt enkelt genom att antingen byta variabler eller genom att
forsoka gissa nagon 16sning och anvinda polynomdivision.

Exempel 8 Los ekvationen 2% + 22 — 6 = 0.
Ekvationen innehaller endast jimna potenser av x, si vi sitter t = 2. DA far vi
den nya ekvationen ¢*>+¢—6 =0 som har 16sningarna ¢t =2 eller ¢t = —3 Gar
vi tillbaks till den ursprungliga variabeln, har vi alltsé att 22 =2 eller 2> = —3.
Den forsta ekvationen har 16sningarna z = £v/2 medan den senare saknar reella
16sningar.

Svar: = V2 eller z = —/2.

O
Exempel 9 Bestém alla losningar till ekvationen 3 + 2z? — 92 — 18 = 0.
Vi borjar med att forsoka gissa en rot. Vi provar med nagra sma heltal och
upptécker att x = —2 &r en losning till ekvationen. Alltsa innehaller polynomet
faktorn (x 4 2). Dérefter dividerar vi polynomet med den faktorn och far
34222 — 9z — 18
x° + 2z x _ 2 9.
x4+ 2
Vi fortséitter med att bestimma alla 1sningar till ekvationen z? —9 = 0, och
finner att x = 43, d.v.s.
23+ 227 — 92 — 18 = (24 2)(2® = 9) = (z + 2)(x + 3)(z — 3) .
Ekvationen har saledes losningarna x = —2, z = —3 eller x = 3.
O



Ovningar

19.

20.

21.

22.

(*) 23

Los ekvationerna:

a) 2® 4222 —1=0 b)a® +22% —2—-2=0 )ad—a?+r—-1=0

Skriv som en produkt av sa manga reella faktorer som mojligt:

a) 22 4+3xr—4  b)6— 2z —4a?
Ange en andragradsekvation med roétterna 2 och 3.

Ekvationen 22+ pz + ¢ =0 har rotterna r; och ry.

a) Bestdm rq + 7o
b) Bestdm ry - 1y
c¢) Légg resultaten pa minnet, héir har du en bra kontrollmgjlighet.

Los ekvationerna:

1 17
2 _ 3 —
a) t 3= b) 2° =8 =7(z —2)

¢)x® —32°+3r—-1=0 d) (z—3)3 = (224 1)®

1\N? 1 9 > N
e) (m—i—;) —— =412 ) (@ +2-5)" - (27 +20-5) =6

. For vilka virden pa a har ekvationen

(a+3)z* - (a—6)x+a—21=0

tva likadana rotter? Los ekvationen for dessa a.

10



3 Absolutbelopp

Absolutbeloppet av ett tal = definieras som

xr , omxz>0
|z| =

—x , omax <0.

Absolutbelopet av z dr alltsa alltid positivt, —z &r ju positivt om x &r negativt. Pa tallinjen
kan talet |z| tolkas som avstandet mellan x och 0. Pa motsvarande vis kan |z — a| tolkas som

avstandet mellan x och a.
Exempel 10 Bestdm de z som uppfyller likheten |z — 1| = 2.

Vi soker de punkter z pa tallinjen, vilkas avstand till talet 1 &r 2.

-2 -1 0 1 2 3 4

Il Il Il Il Il Il
I T T T T T T

2 2

Likheten ar tydligen uppfylld da = —1 eller x = 3.

Ovningar
25. Rikna ut
a) [(=2)* + (=3’ b) (=Y +(=3)°] ¢

26. Bestdm alla x som uppfyller villkoren
a) |t —5|=3 b) |2z —4| =6 c) lr—3] <4 d) |z +4| > 2

Avstandstolkningen ger dock inte alltid den enklaste 16sningsgangen. Ofta ar det lampligare
att anvéinda sig av definitionen och dela upp i olika fall.

Exempel 11 For vilka x ar ii_;‘ =37
Likheten i i_ 1 ‘ =3 géller om och endast om z i_ ; = +3.
i—l_; =3 ger x+1=3(x—2) dvs. =7/2
ii; =-3 ger x+1=-3x—-2) dvs. z=5/4

Svar: x = 7/2 eller x = 5/4.

11



Exempel 12 Los ekvationen |x| = |2z + 4.

Uttrycken innanfoér beloppstecknen blir 0 da x = 0 respektive z = —2. Vi tittar
pa tre olika fall.

x> 0: For dessa z &r |x| = x och |2z + 4| = 22 + 4, sa ekvationen lyder x = 2z +4,
d.v.s. x = —4. Men vi kommer ihag att den ekvation vi nyss loste enbart
géller da x > 0, sa vi ignorerar den ”16sning” vi fick fram eftersom —4 < 0.

—2 < <0: For dessa x ér || = —x och |2x+4| = 2z+4. sa ekvationen lyder —x = 2z+4
d.v.s. x = —4/3. Detta tal uppfyller olikheten —2 < z < 0.
x < —2: Hér ér |x| = —z och [22+4| = —(2x+4) sa ekvationen kan i detta fall skrivas

—x = —(2x +4) d.v.s. z = —4. Detta &r en l6sning ty —4 < —2.

Svar: x = —4 eller z = —4/3.

O
Exempel 13 Los ekvationen 22 — 2z — 3 = |z — 1|.
Vi tittar pa tva olika fall, for att kunna eliminera beloppstecknet.
| 1 r—1 , omz—1>0 dvs. omx>1
€T — =
—(x—=1) , omz—1<0 dwv.s. omz<1.
x> 1: For dessa z ér |z — 1| = 2 — 1 och da lyder ekvationen 2? — 2z —3 =z — 1.
3+ V17
Den ekvationen har de bada losningarna x = —5 omenav dessa &r det
3+ V17
endast z = +T som uppfyller kravet x > 1.
¢ < 1: Hir ér [z — 1| = —(x — 1) , sa ekvationen blir 2% — 2z —3 = —(z —1). Denna
1+/17 1—-+v17
har I6sningarna x = —g o varav endast x = — uppfyller kravet
xz < 1.
1—v17 3+ V17
Svar: x = —— eller 1 = —— .
2 2 0

I exemplet ovan fick vi fram tva stycken ”falska lésningar”, d.v.s. tva z-virden som inte
var losningar till ekvationen. Hur dessa dyker upp kan vi se genom att rita upp kurvorna
y=2°—2x—3 och y=|z—1|

12



Nér vi delar upp ekvationen i tva delar 16ser vi i tur och ordning de bada ekvationerna
22 =2 -3=x-1 resp 2> —22—-3=—(x—1).
De streckade forlingningarna av linjerna y = x — 1 och y = —(x — 1) skér parabeln i de
punkter som ger de ”falska l6sningarna”.
Ovningar
27. Bestdm alla x som uppfyller

a) |[r — 1| = |z + 3| b) |z — 1| = 2|z — 4| c) |zl == d) |z =5+ |z+6]=10

28. Vilka x uppfyller féljande samband?
3 3
a)x+‘:1 b) |25

r+5 r+5

':3 c) [+* =5z —5[=9
(*) 29. Bestédm alla z som uppfyller:

a) |z —1|+2z+1]=3 b) |2 -3|<1 o) |t?+1) = -2z
@“m—ﬂ:1 @“x—u—4:3

13



)

4  Olikheter

For olikheter géller foljande réknelagar:

Om z<y sa ar z+a<y+a {6rvarje reellt tal a (7)
Om xz<y sadr ax<ay om a ir positivt (8)
Om z<y sa ar ar > ay om a ar negativt 9)

Speciellt visar (8) och (9) att man maste iaktta stor forsiktighet vid multiplikation med
okénda storheter.

1
Exempel 14 For vilka x géller olikheten — < x?
T

I stéllet for att multiplicera med z (som ju #r okédnd) samlar vi alla uttryck pa
en sida (sa vi far 0 pa andra sidan) och sitter allt pa gemensam ndmnare och
faktoriserar uttrycken:

21 -1 1
x >0 d.v.s. w

>0

x
-1 1
Olikheten 16ses nu enkelt genom teckenstudium av funktionen f(z) = w

1 1
— <z kan skrivas z——>0 d.v.s.
T T

z -1 0 1
z—1 — — — +
r+1 — 0 + + +
x — - 0 + +
f(zx) - 0 + i - 0 +

Olikheten giller da f(z) > 0, alltsa da —1 < 2 < 0 eller x > 1.

Ovningar

30. For vilka x géller olikheterna
(2x +1)(z — 3) -
T+5 -

a)%+1<§—1 b) 2% > 4 )

d) 22 =10z +25>0 e) 2> —3224+2:>0 f)0<|z—1]<3
31. For vilka x géller olikheterna

9.2
1+ 2z — 3x S

1
1<[22—-3|<5 b)lz?2—4] <2 Z>92r—1 d) —————
a) 1 <2z —3| < ) |z | < c)x>:c )2x2—5x+2_

14



9 Potenser och logaritmer

Uttrycket a® kallas for en potens med basen a och exponenten x. Foljande riknelagar for
potenser forutsitts vara kidnda (a, b > 0):

¥ = ax-l—y a_ — g& Y
aYy
T\Y __ T
(@)’ = a" (a-b)* = a®-b"
T T
(4 - = .1
b b a®
(ZO — 1 a% = \n/ am

Om a > 0 ar fixt och x far variera, definierar a® en funktion som vi kallar fér exponenti-
alfunktionen med basen a. Exponentialfunktionen ar strdngt vixande om a > 1 och strdngt
avtagande om 0 < a < 1.

Den inversa funktionen till y = o , x € R kallas for logaritmfunktionen med basen a och
skrivs z = “logy . Nedan &r detta askadliggjort for a = 2

Y

y=2"

-2 -1 1 \2

z = 2logy

Likheterna y = a® och x = *logy é&r saledes tva olika sétt att uttrycka samma samband
mellan talen x och y.
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De tva vanligaste logaritmerna, &r
o y=Inz = “logx (naturliga logaritmen) som &r invers funktion till z = €Y
o y =lgz = Plogx (10-logaritmen) som &r invers funktion till z = 10%

For den naturliga logaritmen géller foljande rédknelagar:

e = z forallaz >0
In(z-y) = Ine+lny omxz>0o0chy>0
T
In— = Inz—Iny omax>0o0chy>0
Yy
InzY = y-Inx oma>0

Motsvarande lagar giller dven for 10-logaritmen (och andra logaritmer).

1\ 6/7
Exempel 15 Férenkla 5 2/7. V5. <3> .

—2/7 .7 1\ 7 —2/T E1/T . 5—6/T _ g—2/T+1/7—6/7 _ g—1 _ 1
5 \/gg — 57 2/T.51/7 . 5=6/7 — 5=2/T+1/7-6/T _ g =z

Exempel 16 Los ekvationen 2% — 27+l =g
Eftersom 2% = (2%)% och 2°! = 2. 2% infér vi en ny variabel t = 2%. Ekvationen
lyder da
t*—2t =38
och har lésningarna t = 4 eller ¢ = —2 (kontrollera det). Sétter vi in detta i
sambandet t = 2%, sa far vi tva mojligheter. Antingen ér 2% =4 = 2% d.v.s. x = 2
eller ocksa ar 27 = —2 vilket ar orimligt eftersom 2% > 0. Saledes har ekvationen

endast 16sningen x = 2.

Ovningar
1 xT
32. Skissa kurvorna y = 2% | y = 10* respektive y = <§> i samma figur.

33. Forenkla sa langt som mojligt:

2/3 613
T+y
e) 100012 ) 163* g) V22743 h) 32 5
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Forenkla:

a)lgl0  b)lgl000 c)Inve d)e™? o) lglo"

Séatt g2 =a och lg3 =b. Uttryck i a och b:
a) lg4 b) lg6 c)lg8

Skriv alnz 4+ blny + ¢ som en enda logaritm.

Los ekvationerna:

a)lgr =—1 b) 3lnz =2 c)2*=3

Manga fysikaliska forlopp, t ex radioaktivt sonderfall, brukar beskrivas av ett exponen-
tiellt avtagande av formen y = Ae™* dir A och k #r positiva konstanter och ¢ &r
tiden. I dessa sammanhang talar man ofta om halveringstiden d.v.s. den tid det tar for
funktionen att avta fran begynnelsevirdet till halva detta vérde.

Betrakta funktionen y = 20e~ 3. Vilken halveringstid har denna funktion?

Los ekvationerna:

a) 3" +2-371 =45 b)) 6" 46377 =222 ¢)3+10.2%/2 =2

Forenkla:
1g 30000 — Ig v/20 4 1g(10+/2000) — 1g 3
a) 2 g V20 + g )~ le b) 5log 1000 — log 40
lg 1000 4 1g /10 + 1g 10
1
¢) 2-*log V4 - Blog 64 — %log — - log 1 + 2log9  d) z"* — eln)?
V3

Vilket tal &r storst?

) 1000

a) 2'/3 eller 3%°  b) (1000'°% eller 1000(1000"*)

Los ekvationerna:

1 T

d)e* —e"—6=0 e) e +4-e =4 f)15-25"=2.5"

Ljudintensiteten, I, brukar jamforas med enreferensintensitet Iy genom att man anger
ljudintensitetsnivan L = 10 Ig T Den pa sa sitt berdknade ljudintensitetsnivan ségs

vara angiven i decibel, dB.

a) Hur manga decibel dkar L om ljudintensiteten I férdubblas?

b) Man 6nskar sénka intensitetsnivan fran 70 till 50 dB. Hur mycket maste ljudinten-
siteten sédnkas?

17



6 Trigonometri

De trigonometriska funktionerna definieras med hjélp av nedanstaende figur, sa att cosv &r
z-koordinaten och sinv &r y-koordinaten fér punkten P péa enhetscirkeln.

sinv| _ . _ > P = (cosw,sinv)

—1

Vinkeln v riknas positiv moturs fran positiva z-axeln. Vi méter vinkeln i radianer, sa att ett
varv dr 27 radianer (dvs samma métetal som omkretsen pa enhetscirkeln).

Ovningar

44. Omvandla foljande vinklar till radianer:

a) 0°  b)90°  «¢)180°  d)45° ) 30°  f)60°

45. Omvandla f6ljande vinklar till grader:
T 2

a) 3 b)

51 T 3

3 9% V-7 93

1 f) 3w

46. Bestdm, med hjélp av Pythagoras’ sats, kateterna i foljande tva rétvinkliga trianglar:

1 45 1 300 \\
45° 60° "
47. Bestdm, med hjéilp av foregaende uppgift:
a) sin% b) cos % c) sin% d) cosg e) sin% f) cos%
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48.

49.

20.

ol.

02.

93.

o4.

Titta i enhetscirkeln. Uttryck med hjilp av cosv och sinv:

a) sin(v + ) b) cos(v + ) c) sin(v + 27) d) cos(v + 2m) e) sin(v + 4m)

Bestam
3 — 5 — 15
a) sin o b) cos i c) cos o d) sin i e) sin o
4 4 6 3 4
Ytterligare ett samband, som man kan se i enhetscirkeln, &r ”trigonometriska ettan”

sinz + cos®z = 1.
Varfor ar detta sant?

Forenkla sin® @ cos? ¢ + sin? 6sin” ¢ + cos? 6.

Berdkna
1
a) cosx da sinz =1 b) sinz décosx:§
1
c) cosz da sinx = -3 d) sinz da cosz = v/2
Betrakta nedanstaende figur.

a) Bestdm sinu, cosu, sinv och cosv
b) Vilka av dem &r lika?
c¢) Vad rader det for samband mellan u och v?

d) Vilka trigonometriska riknelagar kan man saledes se i denna figur?

Titta pa enhetscirkeln igen. Lat ) vara punkten med koordinaterna (cosu,sinu) och P
punkten med koordinaterna (coswv,sinv).

a) Hur ska u véljas for att P och @ ska fa samma z-koordinat?
b) Hur ska u véljas for att P och @ ska fa samma y-koordinat?
c¢) Vad blir sambandet mellan v och v om man vet att cosu = cosv?
d) Vad blir sambandet mellan u och v om man vet att sinu = sinv?

Ur den foregaende uppgiften kan vi sammanfatta:

r=y+n-27w
e sinx =siny om och endast om eller for nagot heltal n (10)
r=(r—y)+n-27

e cosx =cosy om ochendast om x=4y+n- 27 for nagot heltal n (11)
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Exempel 17 Los ekvationen cos 2z = cos .

Av sambandet (11) foljer att cos 2z = cosx om och endast om
2e=x+n-2m eller 20 =—-x+n-27

for nagot heltal n. Det forsta alternativet ger

rT=n-27
och det andra ger
3z = n-2m
d.v.s
x = n-2r/3

Svar: x = n - 27 eller = n - 27w /3 for nagot heltal n.

5
Exempel 18 Los ekvationen sin <x + %) = sin (% — x> .
Denna ekvation &r, enligt samband (10), uppfylld om och endast om
n ™ 5T .2 1 n T T L2
T+—=——x+n-" eller z4+—-—=7n—(——-1 n-
16 " 1~ "7 \6 "
for nagot heltal n. Det forsta alternativet ger
n 0 o 2
T+ — = — - :
1 g —otn-2m
d.v.s
7
2z = 1—; +n-27
d.v.s
T n
x = —+n-
20 7T
for nagot heltal n. Alternativ tva ger
n ™ o7 .2
T+ - = —(—=-z n-
1 T 5 0
d.v.s
7T
— = n-2m
12

fér nagot heltal n, men eftersom den sista likheten &r falsk for alla heltal n, oavsett
vad z ar, saknar denna ekvation 16sningar.

7
Svar: x = % +n -7 for nagot heltal n.
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Ovningar

55. Bestdm alla l16sningar till

a)sinv=0 Db)cosv=0 c)sinv= d) cosv =1
1 1 1 1
e) sinv=—- f)cosv=_ sinv = — h) cosv = —
Jsing =g Deosv=g g)sino=—= ) cosu =~
56. Los ekvationerna
a) sin 2z = sinx b) cos?x + cosx =0
Nagra trigonometriska samband:
sin(v+7) = —sinv och cos(v+m) = —cosv (12)
sinv = cos (% - v) och cosv =sin <% - v) (13)
sin(—v) = —sinv och cos(—v) = cosv (14)
sin®z +cos’z = 1 (trigonometriska ettan) (15)
cos(r+y) = coszcosy—sinzsiny (16)
cos(r —y) = coswzcosy+sinzsiny (17)
sin(r+y) = sinzcosy+ cosxsiny (18)
sin(r —y) = sinzcosy —cosxsiny (19)
sin2x = 2sinzcosx (20)
cos2z = cos’x —sin’z =2cos’z —1=1-2sin’z (21)
1- 2
sinfz = - »f (22)
2
1 2
cos’x = y (23)

Sambanden (13) och (15) har vi redan tittat pa och riknelagarna (12) och (14) ser man enkelt
i enhetscirkeln.

Sambanden (16)—(19) &r inte lika enkla att se, men om man lyckats visa dessa sa foljer (20)
och (21) som specialfall med x = y.
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Slutligen fas (22) och (23) ur (21).

Vi tar och tittar pa ett bevis av (17).

Bevis Titta pa nedanstaende figur.
1
—— Sz [ ]
siny r----
! |
! |
! |
l l
! |
L r—y |
! |
! |
! |
! |
! |
l l
‘ d
sin(z —y) 1~/ - - R
! |
l l
y |
! |
r : x—y :
cos cos y cos(x —y) | 1

Vi ser tva likadana likbenta trianglar utritade, toppvinkeln hos dem &r z —y. Da
maste "baserna” i dessa trianglar vara lika langa, sig att lingden dr d . Dessa
baser utgor dock hypotenusan i de tva ratvinkliga skuggade trianglarna, sa med
hjalp av Pythagoras’ sats erhalls sambandet

(cosy — cosz)? + (sinz — siny)? = d? = (1 — cos(z — y))* + (sin(z — y))?
och om vi utvecklar detta och anvinder trigonometriska ettan sa far vi direkt att
cos(x — y) = cosxz cosy + sinzsiny

vilket skulle visas.

Ovningar
57. a) Hur ser man (12), d.v.s. att sin(v + 7) = —sinv och cos(v + 7) = — cos v?
b) Hur ser man (14), d.v.s. att sin(—v) = —sinv och cos(—v) = cosv?
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. . 1 — cos2x 1+ cos2x )
¢) Visa att sinz = — och cos? z = ————~ genom att anviinda samban-

2
den (21) pa sidan 21.

58. Tangens for en vinkel definieras som tanv = . Bestam
COS v
a) tan 0 b) tan c) tan% d) tang e) tan% f) tang
59. Uttryck z som funktion av a och « i figurerna nedan.
b) c)
x T a
o e
a T
d) a e) T f) 2
a
o o e
a
60. Visa att
)sin v+ 3) ) os (v 5) = —sime o) tan (v 3) =1
S — = S — = — S — = —
a) sin (v + 5 COS v cos (v + 3 sinv c) tan (v + 3 P—

I uppgift c) forutsitts att v # nn/2, dir n &r heltal (varfor?).

il for att berdkna sin1 och cosl .
4 12 12

s s
* 61. Utnyttja att — = —
) nytija att - =

1 1
(*) 62. Beriikna sin(z +y) da sinz = 1 siny = 3 och bade z och y ligger i intervallet

s
0. =
[ ? 2]
(*) 63. Visa att
1
a) 1 +tan’x = p——p b) tan(v + 7) = tanwv.
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7 Geometri

Raéta linjer i planet

Vi forutséitter hela tiden att vi har ett vanligt réatvinkligt koordinatsystem, och att det ar
ként hur ldgen i planet kan beskrivas m.h.a. koordinater. Nedan foljer ett exempel.

Y
7 °(3,2)
(_27 1)
ORI 1
-9 2 3 x
—2 foeeooeees °(2,-2)

Nu ska vi titta pa hur man beskriver linjer m.h.a. ekvationer. Ekvationerna kommer att ha
formen ax + by = ¢, dér a, b och ¢ dr konstanter. Inneborden av ekvationen dr att en punkt
ligger pa linjen om och endast om dess koordinater (z,y) uppfyller linjens ekvation.

Exempel 19 Linjen i figuren nedan har ekvationen x + 2y = 2

T+ 2y =2

Vi ser t.ex. att punkten (—2,2) ligger pa linjen, ty med z = —2, y =2 far vi
att x+2y =-2+42-2=2 d.v.s. punkten (—2,2) uppfyller linjens ekvation.
Kontrollera sjilv att (4,1) ligger pa linjen, men att (—3,3) inte gor det.

Det enklaste siittet att beskriva en linje &dr kanske att ange en punkt (xo,y0) pa linjen och
en riktningskoefficient k.
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(900, ?/0)

Ur figuren framgar att k = tanwv, forutsatt att inte linjen dr lodrét. Vinkeln v kallas linjens
riktningsvinkel, och inférs moturs fran positiva z-axeln. I bilden ovan dr vinkeln spetsig och
dérmed ar k > 0. For trubbig riktningsvinkel fas k < 0. Vi utesluter i fortsdttningen lodréita
linjer.

Vi later nu (zg,yo) vara en fix punkt pa linjen och (z,y) # (x0,y0) en godtycklig punkt.
vy _,

Da foljer av figuren nedan att (x,y) ligger pa linjen om och endast om
r — X

Multiplicerar vi slutligen upp namnaren sa far vi linjens ekvation pa enpunktsform:

Y —yo = k(z — x0)

Observera att #dven punkten (xg,yo) uppfyller den inramade ekvationen, sa denna ekvation
beskriver samtliga punkter som ligger pa linjen.

Exempel 20 Bestdm ekvationen for den linje som har riktningsvinkeln g och
som gar genom punkten (2,3). Var skér linjen y-axeln?

Lutningen ar k = tang = /3 och den givna punkten (zo,y0) = (2,3), sa

enpunktformen ger linjens ekvation som

y—3=V3x—-2), dvs. y=V3-2+3-2V3.
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Efter den sista overflyttningen fick vi linjens ekvation pa formen y = kx + m.
Vad k betyder vet vi redan, det &r linjens lutning. Betydelsen av m ser vi om
vi sétter in z = 0. Vi finner att da = = 0, sa blir y = m, d.v.s. talet m anger
y-koordinaten for den punkt dér linjen skéar y-axeln.

Linjen i exemplet har saledes ekvationen y = V3 -z + 3 — 2v/3 och den skir
y-axelni y=3— 2V/3.

Observera att m ger linjens skidrning med y-axeln, sa m anger alltsa hur ”hoégt” upp linjen
ligger. Om vi behaller samma k& men Okar viardet pa m, sa far vi diarfér en ny linje, med
samma lutning, men "hégre upp”. Var ursprungliga linje har parallellforflyttats.

Y &J\y:kx+m1,m1>m
y==kxr+m
x

I linjar algebra kommer du att bl.a. studera linjira ekvationssystem. D& ekvationssystemet
har tva obekanta variabler, kan det tolkas geometriskt; man skér linjer med varandra. Pa
motsvarande sétt kan ekvationssystem med tre obekanta tolkas som skédrningen mellan plan
i rummet.
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Exempel 21 Bestam de punkterna som ligger bade pa linjen « +y =1 och pa
linjen 2z + 3y = 1.

Vi ska alltsa bestdmma de punkter vilkas koordinater (z,y) uppfyller bada
ekvationerna. Vi loser ut = ur den forsta ekvationen, x = 1 —y, och sétter in i den
andra. Da far vi 2(1 —y) + 3y = 1 d.v.s. y = —1. Sétter vi sedan in detta i den
forsta ekvationen sa fas x = 2. Saledes har vi funnit att linjerna har en gemensam
punkt med koordinater (2, —1).

For att se att vi rdknat rétt, provar vi svaret. Vi sétter in x = 2, y = —1 i
bada ekvationerna (gor det) och kontrollerar att hoger- och vénsterled blir lika.
Dessutom kan vi grafiskt se att resultatet ar rimligt, genom att rita de bada
linjerna:

20+ 3y =1

Ur figuren framgar tydligt att linjerna har en gemensam punkt och de utriknade
koordinaterna forefaller stimma med skédrningspunktens.

Linjens normal

En linje som skér en given rét linje L under rét vinkel kallas en normal till L.

Y normal
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Om linjen L har riktningsvinkel v, kommer riktningskoefficienten att vara & = tanwv. En
normal till L har da riktningsvinkel v + 7/2 och riktningskoefficient k, = tan(v 4+ 7/2). Av
1

1
ovning 60 pa sidan 23 framgar dock att tan(v + 7/2) = ——— | och saledes ar k, = ——

tanv k

(forutsatt att L ej dr vagrét eller lodrét).

Exempel 22 Bestdm ekvationen for den linje som gar genom punkten (5,2) och

dr normal till linjen L : z 4+ 3y = 7.

1 1
Linjen L kan skrivas y = g — gx, d.v.s. den har riktningskoefficient k = —3 Den

1
sokta normalen har da riktningskoefficient k, = = 3 och gar genom punkten
(5,2). Normalens ekvation dr dérfor y — 2 = 3(x — 5) d.v.s. y = 3z — 13.
O
Ovningar
64. Ange ekvationen for linjen som gar genom punkten med koordinater (1,2) och som har

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

riktningsvinkeln

a) m/6 b) 7/2+ /6 c)m/2—m/6 d)m—m/6

Ange riktningskoefficient och riktningsvinkel for linjen
a)y=x+3 b)z+y=2 c)2x+2y=-1
d)z—V3-y=17 e)V3-z+y=-1

Bestiam, for linjerna i uppgift 65, deras skidrning med z- och y-axlarna. Anvind detta
for att rita in dem i ett koordinatsystem.

Bestdm ekvationen for réita linjen genom punkterna (3, —1) och (1,3), t.ex. genom att
forst bestdmma linjens riktningskoefficient. Bestdm dérpa linjens skédrning med koordi-
nataxlarna och verifiera resultatet i figur.

Visa att punkterna (1,2), (4,—2) och (—2,6) ligger i rét linje. Verifiera i figur.

I foljande deluppgifter ges ekvationerna for tva rita linjer. Bestdm linjernas skiarningspunkt,

dels grafiskt, dels algebraiskt. Bestdm &ven linjernas skdrningsvinkel, t.ex. genom att
relatera denna till de bada riktningsvinklarna (rita figur).

a){Q:c—Qy:6 b){:rH—\/g-y:l C){x+y:2 d){x+y:2

T+y=2 z—y=20 20+ 2y =3 20+ 2y =4

Bestiam ekvationen for den rédta linje som skér linjen x 4+ 2y = 3 pa y-axeln, under rét
vinkel.

Berakna vinkelriata avstandet fran origo till riata linjerna

a)2c+3y =6 b) 2z 4+ 3y = —6 c)2x+3y=p

t.ex. genom att bestdmma skéirningen med koordinataxlarna och rikna ut en triangel-
area pa tva sitt.
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Avstandsformeln och cirkelns ekvation

Betrakta tva punkter (z,y) och (zg,yo). Avstandet mellan dem &r

a=flz =20 +ly — yol* = y/ (o = 20 + (5 — o)’
vilket &r en omedelbar foljd av Pythagoras’ sats.

Y

En cirkel bestar av alla punkter (x,y) pa ett visst givet avstand r > 0 fran medelpunkten

(0, Yyo). Punkten (z,y) ligger alltsa pa cirkeln om och endast om \/(:U —z0)? + (y—yo)? =1
Eftersom bada leden ar positiva dr detta samband ekvivalent med det samband vi far om vi
kvadrerar bada led. Vi har saledes fatt fram féljande.

Cirkeln kring punkten (z¢,y0), med radie r > 0, har ekvationen

(.%' - 1_0)2 + (y - yo)2 =7

Om vi utvecklar kvadraterna, far ekvationen foljande form:

x2—2x0x+x%—|—y2—2y0y—|—yg:r2

eller, omskrivet,
2 —2x0x+y2 —2yoy = 7 —x% —yg.
Formen hos uttrycket ar foljande:

e Vinsterledet innehaller kvadrattermer 2 och y? samt linjéira termer Az och By, dr
A och B ér konstanter (A = —2x, B = —2yg). Déremot finns inga ”blandade termer”
med, dvs inga zy-termer.

e Hogerledet ér konstant C (dir C' = r? — 23 — y2).

Varje ekvation av denna form, dvs z? + Az + y? + By = C beskriver antingen en cirkel, en
punkt eller ingenting, beroende pa hur konstanterna A, B och C ser ut, vilket vi ser i foéljande
exempel.

Exempel 23 Beskriv geometriskt foljande méngder:

a) 2 —2r+y +4y+1=0 b) 2?2 =20 +9y° +4y+5=0
¢) 2 =2z 4y’ +4y+6=0.
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a) Kvadratkomplettering ger
(z—1P2-1"+(y+2°-22+1=0

d.v.s.
(¢ = 1)+ (y +2)* =27
vilket beskriver en cirkel med radie 2 kring punkten (1, —2).

b) Motsvarande kalkyl som ovan ger
(=17 +(y+2)°=0
vilket &r uppfyllt endast for punkten (z,y) = (1, —2).
c) Pa samma vis fas, efter kvadratkomplettering, sambandet
(x =1+ (y+2)*= -1

vilket dr en orimlighet eftersom vénsterledet ej kan bli negativt. Det finns
inga punkter som uppfyller sambandet.

Ovningar

72. Bestdm ekvationen for en cirkel med medelpunkt i (3,4) och radie 5. Rita figur. En
speciell punkt bor framga direkt ur din figur. Kontrollera den i ekvationen.

73. Tolka ekvationerna
a) 224+ 2z +1y> -6y =6 b) 22 + 2z 4 3 — 6y = —12.
c) Ange det tal k for vilket ekvationen 22+ 22 4+ y? — 6y = k uppfylls av en enda punkt.

74. a) Teckna villkoret for att en punkt (z,y) ska ha samma avstand till punkten (1,2)
som till punkten (—3,4). Kvadrera villkoret

b) Kvadrera villkoret och hérled en ekvation som du sedan tolkar och askadliggor i
en figur.
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8 Derivator

Vi betraktar problemet att bestimma tangenten till grafen fér en funktion f i en given punkt
Zo-

f(wo + h)

f (o)

For att finna tangenten i punkten (xg, f(xg)) , approximerar vi denna med en sekant genom
punkterna (zo, f(xg)) och (xg+ h, f(xg+h)) ,ddr zy+ h ligger ndra xy . Riktningsko-
efficienten for denna sekant &r

flzo+h) = f(zo) _ flzo+h) — f(zo)
(xo—i—h)—wo h

Om vi later h vara nédra noll, kommer sekanten att vara en god approximation av tangenten.
Vi far tangentens riktningskoefficient som gransvirdet av

f(zo +h) — f(xo)
h

da h gar mot noll (om grénsvérdet existerar). Detta gransvirde kallas for derivatan av funk-
tionen f i punkten zg och betecknas f’(zg).

Exempel 24 Bestim derivatan av f(z) = z°.

f(:v+hf)b—f(:v) _ (m—|—hf)b3—x3 _ 23 + 322h + 3zh? + k3 — 23 322 4 3uh 4 B2

Da vi later h — 0 kommer detta uttryck att nirma sig 322, d.v.s. f'(x) = 322
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Riknelagar for derivator:

Om a och b dr konstanter och f och g &r deriverbara sa ar

d

L@ f@ b @) = af@) +beg ) (29)

L (@) = J@e) + @) @) (25)
4@ M) - f@dw

e ot o0 (20)

Derivata av sammansatt funktion.

Antag att z = f(y) och y = g(z) . Om y elimineras far vi att z = f(g(x)) = h(x) &r en
funktion av x som &r sammansatt av f och g. Antag att g ar deriverbar i punkten x och att
f &r deriverbar i punkten y = g(x) . Da &r h deriverbar i x och det géller att:

W(x) = f'(y)-g'(x) = ' (9(x)) - ' () (27)

Derivator av nagra elementira funktioner

d d
Is sinz = cosx (28) %xa = 27! (31)
d d 1
g C08T =~ sinx (29) = In|z| = - (32)
d 1 9 d
Iz tanz = e 1+tan“z  (30) @em = e (33)
Exempel 25 Funktionen h(z) = In (1 + 2°) kan vi se som sammansittningen av

=1
funktionerna f och g, h(z) = f (g(z)) , dir f(y) = Iny och g(x) =1+ 2%

1
Eftersom f'(y) = — och ¢'(x) = 2x , foljer da enligt riknelag (27) att
Y

1 2z

/ _pl / _ —
h(z) = f'(y) g(w)—;?l’— 1122
O
Ovningar
75. Berékna derivatan av
1 1
a) 7 b) 23 + 5% 4 2 C)3$4+ﬁ—ﬁ d) Vo

24+1 1

e) ze” f) vt g) 2sinx cos h) na]

\/5 sin x
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76. Derivera och forenkla sa langt som mojligt:

a) sin(3z + ) b) In |2z| ¢) cos® x

d) zlnz — =z e) V1—a2 f) =t

1

g) ezne h) \/zvz i) 2%sin—

x

(*) 77. Funktionen f:s graf &r ritad i nedanstaende figur. Hur ser derivatans graf ut? Skissera
den.
Yy
3
2
1
! 1 2 3 4 5 =z

-1
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9 Binomialutveckling.

Vi har nu bl.a. tagit upp kvadreringsregeln
(a+b)* =a® +2ab+b* .
Det ar dven latt att genom direkt utrdkning visa att
(a+b)® = a® + 3ab + 3ab* + b° .

Observera att termerna i hogerledet innehaller fallande potenser av a och stigande potenser
av b och att exponentsumman alltid &r 3. Nu vore det trevligt om man pa ett enkelt sétt
kunde skriva upp en motsvarande regel for utveckling av (a + )" , dér n &r ett godtyckligt
positivt heltal. For detta behovs dock nagra forberedelser.

Vi definierar n! som

{ nl = 1.-2.3.-... n , om n ar ett positivt heltal
o = 1.

Talet n! kallas n-fakultet och betyder saledes produkten av de n forsta positiva heltalen, om
n ar ett positivt heltal. Uttrycket ovan maste tolkas med viss forsiktighet, det &r inte sékert
att alla talen i borjan av hogerledet skall vara med. Exempelvis &r 2! =1-2 och ingenting
annat. En tolkning av n! dr antalet sétt pa vilket man kan ordna n stycken objekt. Vi kan
direkt observera en riaknelag for fakulteter:

m+1)!=Mn+1)-n! (34)

da n &r ett positivt tal. En av anledningarna till att lata 0! =1 &r att da blir (34) uppfylld
dven for n = 0. Vidare definierar vi "n 6ver k” som

(1) = m

Om vi stryker en massa gemensamma faktorer i téljare och ndmnare far vi sambandet

<n> nen=1)--(n=(k=1)

k!

|
Exempel 26 <8> = 3'8' =

n . .
En tolkning av talen < k> , som &dven kallas binomialkoefficienter, &r antalet sétt pa vilket

man bland n stycken saker kan plocka ut k stycken (om man ej bryr sig om i vilken ordning
man valt dem). Du kan gérna forsoka overtyga sig om att sa dr fallet genom att till exempel
lata n = 3,4 eller 5 och lata k variera mellan 0 och n.
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Exempel 27 P& hur manga olika sitt kan man vilja ut tva stycken olika heltal

mellan 1 och 107

Forst viljer vi ett tal, vilket kan goras pa 10 sitt. Dérefter viljs det andra talet,
vilket kan géras pa 9 sitt. Totala antalet mojligheter blir saledes 10 - 9. D& har
vi dock fatt med samma uppséttningar dubbla ganger; vi har t.ex. fatt med bade
{3,8} och {8,3}. Om vi ej bryr oss om i vilken ordning vi valt talen, blir totala

. 10-9 10
antalet mojligheter 5 =\ o)

Om vi gar tillbaka till utvecklingen av

(a4b)% = (a+b)(a+b)(a+b)

sa ser vi att vi ur varje parentes skall vilja ut antingen ett a eller ett b. Termer av typen a

3

3
fas genom att vélja b ur 0 stycken parenteser och detta kan goras pa (O) sétt. Termer av

. . : < (3 .
typen a?b fas genom att vilja ut b ur en av parenteserna, vilket kan géras pa <1> sétt och

sa vidare. Med detta resonemang fas att

(a+b)3 = <g> a® + G’) ab + <;’> ab® + (g) b

Pa motsvarande satt far man det allménna binomialteoremet:

n_ (M) n n\ n-1 N\ n—kik n\in
(a+b) —<0>a —|—<1>a b+ —l-(k)a b + +<n>b'

Binomialkoefficienterna skrivs ofta upp i ett schema som kallas Pascals triangel.

Denna triangel gdmmer manga intressanta samband. Varje tal inne i triangeln &r t.ex. summan
av de tva tal som star narmast ovanfor, vilket gor att det ar vildigt enkelt att skriva upp

triangeln pa en enklare form.
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Likasa ser man att Pascals triangel r symmetrisk, vilket resulterar i riknelagen

()= (2 &

Ovningar

78.

79.

80.

81.

Berdkna 0!, 1!, 2!, ...  6!.

Beridkna

1) ) 06 o) ()
a) Utveckla (a+b)* och (z+y)*.

b) Jamfor svaren med Pascals triangel. Vad blir (a + b)3? Utveckla och kontrollera.
¢) Utveckla (2a +b)* och (2z —y)?.

Linus har rakat i penningbekymmer, hans studiemedel dr ndstan slut. P4 natten innan
lérdagen uppenbarar sig dock i Linus drom sju tal mellan 1 och 35. Nér Linus vaknar &r
han 6vertygad om att de tal han dromt om &r denna lérdags lottorad. Glad i hagen rusar
Linus till ndrmaste On-Line-inldmning och ldmnar in en kupong med tva identiska rader
(han maste tippa minst tva rader och vill inte limna in nagon rad som ej ger hogsta
vinsten). Hur stor &r sannolikheten att Linus vinner hogsta vinsten, sa att han kan leva
pa nagot annat dn vatten och brod tills ndsta utbetalning av studiemedel sker?
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Q

a) 17 b)5/6 «¢)11/7 d)5/3
)7 £)192 g) 18 h)0

. a) — b) 8a®®  ¢) -1  d) 32
a) a® +2ab+b* b) a® — 2ab+V? ¢) 9a* — 30ab + 25b>
d) a® — b? e) a® + 3a%b + 3ab® +b° ) a® — 3a?b + 3ab® — b
g) o’ +y° h) a® —y?
a) (a — 2b)(a + 2b) b)354+3)(5—y) ¢ 3z(5—1y)?
d) (z+ 1)@ —z+1) e (4x+3)(4z—3) f) (z—2y)?
g) 3z(x — 3)(x + 3)
34+ 2v3
ca) V542 b) +T\/_
)2 bb)m c)x;?’ ) @A)
e)ai_ (a,b#0, a# —b) f) 3
ab .
Ly = och av detta kan vi se att y < a och y < b.
a+b

. a) a® +b* + ¢ + 2ab + 2ac + 2be
b)a + 4b% 4+ 9¢% — 4ab — 6ac + 12bc

¢) a® + b® + ¢ + 3a®b + 3ab® + 3a’c + 3ac® + 3b%c + 3bc? + Gabe
) 2% — b) 2’ +y”
. a) (3z —1)(922 +3x+1) b) —5(5z — 2y)>
¢) (z = 2y)(z + 2y)(a® + 4y°) d) (= 1)*(z +1)?
o) (z —y)(z +y)(2® — 2y + y*)(«® + 2y + v*)
b? 2
ca) 5 (A0, at—b) b)IZ (a1, -2, -3)
a a
) 34 Q) E=2 w2 -1,0,2)
¢ -z o
5 ) 1 20
. a) x—l—i—f2 b) x—|—1+x2_1 c) x+4x—1—f2

. a) Kvot ac —1—236 + 5z 4+ 5 och rest 13

b) Kvot :U + 2? + 22 — 3 och rest 0

¢) Kvot x% — 32% 4+ 102 — 35 och rest 108

d) P(2) =13, P(1) =0 och P(—3) = 108.

e) Utga fran sambandet (6) pa sidan 4, multiplicera bada led med ndmnaren ¢(z) = z—a
och sétt in ett listigt valt x-vérde.
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15.
16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

a)0  b)2!0 211 ¢)o.
)
)

a)r=2 b)z=1 c)x=9 d)z=-2

a) x =0eller z =16/15 b) z =3 eller z = —11

c)rx=—4ellerx=-3 d)z=3/2ellerz=23/7

e)x=—2ellerx=14 f)z=-1

a) x = —4 eller x =3 b) z =aeller z =05 c)r=-2+5
e ==

a)x:—lellerx:T\/5 b) x =1, —1 eller -2 c)x=1

a) (x+4)(x—1)  b)2(l-a)(2z+3)

22 — 52 + 6 = 0 &r vil den enklaste

a)—p  b)g
a) x i2 eller =z =+1/2 b)z=2,1 eller -3
c) x d)z=-4
—-3E V5
e)x—?j:\/g eller o = 2\/— Yz =1, 2, =3 eller —4

a=24gerx=1/3 ,a=—-4gerx=5
a)1l  b)43 <) 8/9  d)8/9

a)r=2ellerz=8 b)x=>5ellerz=-1

c)-l<a<7 d) z < —6 eller x > —2

a) x b)x=3ellerz=7

c) lla x> 0 d) 16sning saknas

a) r = b) z =—6 eller z=-9/2 c)x=1,4,7 eller x =-2
a) r = Oeller r=-4/3 b) —2<z<—V2 eller V2<z<?2
c)x = d) x =+2 eller z =44

e)r==6 eller x=—4

a) r < —12 b) x > 2 eller z < -2

c) b<x<—1/2ellerz>3 d)z#5
e)0<z<lellerz>2 f) 2<z<lellerl<z<4

a) —l<z<leler2<z<4 b)—vV6<z<—v2eller vV2<z<V6

c)x<—1/2eller0<z<1 d) —1/3<z<1/2eller1 <z<?2

Lat din minirdknare rita kurvorna, och titta om det ser likadant ut som i dina figurer

a)2  b)3 )2 d)27648 ) 10
f)8 g 1/2 h)2*.3Y

a) 1 b) 3 c) 1/2 d) 3 e) —m
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35.

36.

In3
37. a) =107t =1/10 b) z = /3 c):c:n—:210g3
In2
In2
38. t=—.
39. a) x =3 b) x =0 eller z =2 c)x=-2
40. a) 4/3 b) 2 c) 2 d) 0
A1, a) 329 (ty 2/3 = 81/9 och 3%/° = 91/9) b) 1000(1000"")
In2 4
42. a) x = 4900 b) z =2 c)x:—lellerx:ﬁ: log 2
n
In3
d)z=1In3 e)x=1In2 f) x = ln5 ®log 3
43. a) 101g2~3dB
b) Intensiteten maste minskas till en hundradel av ursprungsvérdet
44. a) 0 b)g o) d)% e)% f)g
45. a) 60° b) 120° c) 150° d) —45° e) 270° f) 540°
1
46. Den vinstra figuren har kateterna —
V2
1
Den hogra figuren har kateterna 3 respektive -
1 1 3 1 1 3
ma L L ¥ gl gl 3
NG V2 2 2 2 2
48. a) —sinv b) —cosv c) sinv d) cosw e) sinv
1 1 3 3 1
0ol p L g Y3 g ¥3 1
V2 V2 2 2 V2
50. Detta foljer av Pythagoras’ sats
o51. 1.
3 8
52. a) 0 b) ig c) ig
d) Detta gar ej, ty cosx = v/2 saknar 16sning
53.

a) 2a b)a+b c) 3a

In (ec sz yb>

a) sinu=>, cosu=a, sinv=a, cosv="
) si u—cosvochcosu—smv

c)u:——vochv—g—u

d) cosv = sin (g — v) och sinv = cos <g — v)
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54. a) u=v+n-2r eller u=—v+n-2r (dir n &r ett heltal)

95.

96.

o7.

o8.

99.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

b)u=v+n-2r eller u=m—v+n-27 (dir n ir ett heltal)
) samma svar som i a)
d) samma svar som i b)

a) v =nm b)v=—+4nn

c)v:g—i—n-Qﬂ d)v=n-27

)
e)v:%—i—n-Qﬂ eller v:%—i—n-%r

f)v:%—i—n-%r eller v:—%—i—n-Qﬂ

3
g)v:z+n-2ﬂ' eller ’UZZW—F’I’L-27T

4

h)v:z—l—n-QW eller v:—%+n-27r

4

2
a) x = nm eller ng—i—ng b)x:g—i—nﬂ eller x=7+n-27

a) Vad hiander om man roterar vinkeln ett halvt varv?
b) Vad hénder om man roterar vinkeln v medurs istéllet for moturs?

a) 0 b) 0 c) 1 d) V3 e) % f) existerar ej

a) z =asina b))z =atana c¢)z=a/tana

d) x =acosa e)x=a/cosa f)zx=a/sina.

R B S/ RaV.
simn—= ——— coO§fs——= —

12 4 12 4
2v2+ /15
12

a) Sétt véinsterledet pa gemensam ndmnare och anvéind trigonometriska ettan

b) Anvind definitionen av tan(v + ) och resultatet i uppgift 48
1

a)y—2=7(@-1) b)y—QZ—VF(Sﬂ—l)

¢)y—2=+3x-1) d)y—zz—ﬁ(;ﬂ—n

a)k=1,v=m/4 b)k=-1,v=37/4 ¢ k=-1,v=3n/4
D k=1/V3,v=n/6 e k=—V3,v=21/3

Linjerna skér z- och y-axlarna i punkterna

a) (—3,0) och (0,3) b) (2,0) och (0,2) c) (=1/2,0) och (0,—1/2)

d) (17,0) och (0,-17/V3) e) (—1/v/3,0) och (0, —1)
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67.
68.

69.

70.
71.
72.
73.

4.

75.

76.

e

y = 5 — 3z skér koordinataxlarna i punkterna (5/2,0) och (0, 5)

Bestdm linjen som innehéaller de bada forsta punkterna och kontrollera att den tredje
ligger pa linjen.

a) Skérningspunkt (5/2, —1/2), skdrningsvinkel 37/4 — 7/4 = /2

b) Skiirningspunkt (1/(1 + v/3),1/(1 + v/3)), skéirningsvinkel 57/6 — 7/4 = 7 /12
c¢) Linjerna har inga gemensamma punkter (de &r parallella)

d) Linjerna sammanfaller (ekvationerna uttrycker samma linje), skiirningsvinkel 0

y=2x—3/2
a) 6/V13  b)6/V13 ¢ |p|/V13
(x—32+(y—4)2=25

a) En cirkel med radie 4 kring punkten (—1, 3).
b) Det ﬁnns inga punkter (z,y) som uppfyller ekvationen.

c) k
a))\/(w—1)+(y—2)2—\/(w+3) + (y — 4)?

b) 2z — y + 5 = 0, mittpunktsnormalen till strickan mellan (1,2) och (—3,4).
2 3 1

a) 0 b) 322 + 10z c) 1223 — 3 + oy d) NG | e) (z+1)e”
3 1 e ——
f) 5\/5— S E g) 2(cos? z — sin® ) = 2 cos 2z h) = siC:QSf njal
) —3cosdr  b)= ¢ —3costwsing  d)1 J—
a) —3cos 3x = c) —3cos” xsinx nx e) ————
Yo 3 ;v
f) 2z + 2)ex2+2$ g) NG h) Zx_1/4 i) 2z sin ~ —cos—
)
3
2
1
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78.

79.

80.

81.

1,1, 2, 6, 24, 120, 720.

a)21  b)10 ¢ 10  d) (123> =78

1000
e) < ) > = 499500

a) a® 4 3a%b + 3ab® + b> respektive zt + 423y + 627y + 4oy + yt

b) a® + 5a*b + 10a3b* + 10a%6 + 5ab* + °

c) 16a* + 32a3b + 24a%b% + 8ab® + b* respektive 16z — 3223y + 242%y? — 8zy® + ¢*

Antal olika lottorader &r <375>, sa chansen ar
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Svar till diagnostiskt prov

1 x:—§
2

9 >

12

a—>b
3.

a+b

3+V5 3-5

4. ¢ = 1 eller z = 1

1
5. x = —— eller x:—§
2 2

6. 3<z<3
1
7. —

a”

5
8. Funktionens storsta véirde ar f(—1) = 3 och minsta vérdet ar f(1)

-1 1 2 x

9. Figur E

2r+1
10. ! _ v 2

(@) (x +1)2 ¢

11. 1

22
12. cosv = ——\/_

3

5
13. z = % + 2n7 eller x = % + 2nm for nagot heltal n
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