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1.

Narmevardena = 2.21 och § = 12.1 ar korrekt avrundade. Berakna

Ccos T
Y

och felet i detta viarde. Du far antaga att din rdknare utfor bade den
trigonometriska funktionen och divisionen med 10 signifikanta siffror. Dessa
fel far saledes forsummas!

Hur manga korrekta decimaler och signifikanta siffror har narmevardet z?

Kommentar: Detta ar en uppgift pa allminna felfortplantningsformeln
eller maximalfelsuppskattningen. Uppgiften ar saledes att bestamma hur
avrundningsfelen i x och y ger upphov till ett fel i z. Dessutom maste hansyn
tas till slutavrundningen. Daremot far berakningsfelen i utrakningen av
cosinus liksom vid divisionen forsummas.

cosT cos2.21

Losning: z = — = = —0.049302192. .. =~ —0.0493;
] 12.1

|Rp| < 0.5-107* eller 0.022 - 10~*, slutavrundningen. Ovriga berdkningsfel
forsummas pga att riakningarna skett med minst 10 signifikanta siffror.
Maximalfelsuppskattningen ger:

0z 0z |sinz - Az| |cosz - Ay|
Rx|= Az <= |A —| - |Ay| = <
Rl = 82| S |71 - [Aal + 155 Ay] = 2T 2

|sin2.21]-0.005 |cos2.21|-0.05
< <
= 12.1 (1212

< (3.31...42.03...)-107* < 5.4-107%
|RTOT‘ < |RB| + ‘Rx| < (05 + 5.4) -107% <6- 10~*

Svar: z = —0.0493 + 0.0006, dvs tva korrekta decimaler och en signifikant
siffra.

Kommentar: Hur manga decimaler som skall tas med i svaret maste man
sjalv bestamma. Antalet skall sta i rimlig relation till det erhallna felet,
slutavrundningen bor ej dominera totalfelet. Man kan utnyttja principen
att slutavrundningen ar hogst en halv enhet i den sista siffran, eller vara
petigare och titta pa hur stor den &r i aktuellt fall. Slutligen skall antalet
korrekta decimaler och signifikanta siffror i slutsvaret ges.
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En ej rekommenderad metod att 16sa problemet ar att sitta in x £ Az och
y + Ay i uttrycket for z och bestdmma dess storsta och minsta varde.

Bestam derivatan av funktionen f(z) i punkten x = 12 sa noggrant som
mojligt utgaende fran foljande tabell med korrekt avrundade funktions-
varden.

z 12.0 12.2 12.4 12.6 12.8 13.0
f(z) 1.504971 1.497547 1.493270 1.492206 1.494297 1.499362

Berakna totalfelet i resultatet!

Bestam dessutom det tillkommande felet om den punkt dar derivatan skall
berdknas i stéllet 4r x = 12.0 £ ¢, dér |e| < 0.01.

Kommentar: Eftersom derivatan skall bestdmmas i vanster andpunkt kan
man inte anvinda den centrerade differensformeln, utan man maste anvinda
den enklare hogerdifferensformeln, som dels inte star i formelsamlingen, och
som dels innehaller alla potenser i serieutvecklingen av felet.

Med anvandning av differensapproximation och efterfoljande Richardson-
extrapolation kan man pa ett enkelt siatt fa ett begrepp om trunkerings-
felet. Anvandning av spline kraver mycket raknearbete i synnerhet om en
bra feluppskattning skall goras. Detta galler aven anviandning av vanlig
interpolation for att bestdimma derivatan.

Vid berdkning av totalfelet maste dels hansyn tas till trunkeringsfelet, dels
till felet fran avrundningsfelen 0.5 - 1079 i tabellens funktionsvirden. For
de senare maste ett separat extrapolationsschema goras.

Uppgiftens “knorr” med tillkommande felet kraver att en grov uppskattning
av derivatans derivata (dvs. funktionens andraderivata) sker.

Losning:

Osymmetrisk differenskvot och Richardsonextrapolation ger:

b D(h) A/1 Dy (h) A/3 Ds(h)
0.8 —0.0133425
—0.01591
0.4 —0.0292525 —0.0451625
—0.0078675 0.00005833.. ..
0.2 —-0.03712 —0.0449875 —0.044929. ..

Minst totalfel (minst |Ry|; | Rxr| 6verallt sa litet att det inte stor) i D3(0.2)
(understruket) :

F1(12) &~ —0.0449;  |Ry| < | — 0.0449875 + 0.0451625| = 1.75 - 10 %;



|Rp| <0.5-107%

Rxr fas genom storningsschema: |RxpiD(h)| < 2¢/h, diare =0.5-107°
(6 korr. dec. i tabellen).

0.8 1.25-10° i

e 3.75-10 .
0.4 2.5-10 ¢ 6:25-10 i

e 7.5-10 ¢ 6:25-10 i
0.2 5-10 12.5- 10 18.75 - 10

|Rror| < (1.75+ 0.5 + 0.1875) - 107* < 2.5 - 10~*
Svar 1: f'(12) = —0.0449 + 0.0003
Tillkommande fel pga fel i indata Rxx blir:
Rxx| < [£7(12) - Az < 0.08%).0.01 =8-107*
(¥) Andraderivatan approximeras med den osymmetriska differenskvoten:

f(12) = 2f(12+4h) + f(12 + 2h)
h? ’

D®(h) =

Anvind (tex) storsta viirdet av D) (0.4) ~ 0.07955 och D®)(0.2) ~ 0.078675
|Rror| < (1.75+ 0.5+ 0.1875+8) - 107* < 11-10™*
Svar 2: f'(12) = —0.0449 + 0.0011

Kommentar: For det tillkommande felet géller att man skall anvinda
maximalfelsuppskattningen

[Rxx| S |38l |Az| =|g'()| - |As], dér g(z) = f'(x) och 2 = 12.
Observera att man i det hér fallet far ¢'(z) = f"(z).

Notera vidare att € = 0.01 &r felet (osékerheten) i vénstra dndpunktens
lage.

Man bor explicit tala om vilket av de erhallna vardena som ar bast. Det &r
inte alltid det langst till hoger i schemat!
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Ett kemiskt experiment producerar féljande sju data-par. Anpassa funk-
tionen f(z) med ett andragradspolynom i minsta kvadratmetodens mening.

T 21 22 23 24 25 26 27
f(z) —1.000 —0.151 +0.894 +0.986 -+0.895 +0.500 —0.306

Kommentar: Detta ar en standarduppgift pa minsta kvadratmetoden. En
viktig del av losningen ar att notera att om man utvecklar kring mittpunkten
x = 24 sa erhalles dels en noggrannare 16sning och dels enklare rakningar
pga att symmetrin ger en matris i normalekvationerna med fyra nollor.

Losning: Ansats: f* = ¢y + ¢1(z — 24) + co(x — 24)?

Med f(z;) = f*(z;) i alla givna punkter erhalles det 6verbestimda ekva-
tionssystemet Ac = f:

1 -39 -1

1 -2 4 —0.151
1 -1 1 Co 0.894
1 0 0 c | = 0.986
1 1 1 Co 0.895
1 2 4 0.5

1 3 9 —0.306

Normalekvationerna A7 Ac = AT f blir:

7 0 28 Co 1.818 co~ 1.014
0 28 0 c | = 3.385 = c~ 0.121
28 0 196 Co —8.569 ce ~ —0.189

Svar: f*=1.014+0.121 - (z — 24) — 0.189 - (z — 24)?

Kommentar: Eftersom normalekvationerna automatiskt ger en symmetrisk
och positivt definit matris ar det olampligt att pivotera denna. Poangavdrag
gavs for olamplig ansats.

Berikna foljande integral med ett absolut totalfel pa hogst 0.1.

1 1 i
/0 4 —sindrx .

Kommentar: Den onskade losningen ar att utnyttja Rombergs metod.
Min avsikt var dock att dven acceptera en analytisk losning. Det var dock
bara en studerande som gjorde detta, men med hjilp av symbolisk berdkning
pa fickrdknaren. I framtiden kommer jag att skriva “berdkna féljande inte-
gral numeriskt” for att undvika problemet med avancerade riknare.



Det avsedda problemet med denna uppgift var att, som i labb 3, uppgift 2B,
sa blir de forsta approximationerna med trapetsregeln lika (steglangderna
1, 0.5 och 0.25), varfér man maste ga atminstone till steglangden 0.125 for
att fa en rimlig feluppskattning.

Man kan istillet utnyttja periodiciteten till att bara arbeta med halva in-
tervallet (dvs till exempel [0, 0.5]) och multiplicera bade resultatet och felet
med tva.

Losning: Trapetsregeln och Richardsonextrapolation ger (funktionen &r
periodisk, se upp sa att inte avbrott sker i fortid):

h o T(h) A/3 Dy(h) AJ15  Ds(h)
0.25 .
05 0.25 . 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.00277 ... 0.00074 . .
0.125 0.25833... 0.26111... 0.26185. ..
I ~ 0.261.

Minst trunkeringsfel fas i understruket viarde. Langre till hoger i Richard-
sonschemat = storre trunkeringsfel (i detta fall).

Ry <10.25 — 0.25833...] < 0.0084; |Rxp| férsumbart, ty hela raknarens
kapacitet anvandes vid berakningarna.

|Rp| < 0.0005, slutavrundningen. |Rror| < 0.0084 + 0.0005 < 0.009
Svar: I =0.261 + 0.009

Anm: Problemet loses ndistan enklare genom att dela upp i fyra delar

0.25 | 0.5 0.75 | 1

o+ JozstJos + Jors
ddr de tva sista integralerna dr identiska med de tva forsta. Slutresultatet
blir detsamma som ovan.

Kommentar: Som synes av losningen borde jag ha begirt en hogre nog-
grannhet, till exempel ett totalfel om hogst 0.02.

En bra alternativ 16sning ar att dela det ursprungliga intervallet med nagot
annat dn 2, till exempel med 3. Da blir inte “nésta virde” fran trapetsregeln
lika med det foregaende. For att fa Romberg att fungera maste man da
fortsiatta med att dela med 3. Réknearbetet blir ungefir detsamma.
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Din uppgift ar har att spela tentaforfattarens roll. Gor en uppgift pa
“metodoberoende feluppskattning”. Ditt bidrag skall dels besta av en text
att ges pa tenta, dels ett 16sningsforslag.

Det ar en stor fordel om “nyttan” av den metodoberoende feluppskattningen
klart framgar.

Kommentar: Detta var ett forsok att fa fram en ny typ av uppgifter. Det
blev emellertid litet extra arbete med att riatta denna uppgift.

Losning: Ekvationen f(x) = 0 beaktas. Uppgiften kan gbras pa manga
olika satt, dar tex harledning av den metod-oberoende feluppskattningen
kan (men behdver ej) inga. For att fa full podng krivs att lite mer avancer-
ade felberdkningar skall inga, som tex fel i indata till f(z) eller trunkeringsfel
eller berdkningsfelsanalys. Gor exemplet enkelt, sa att det blir 6verskadligt.

Bra exempel finns i exempelsamlingen: 4:10; 4:14; 4:15 och 4:16.
Exempel utan avancerad feluppskattning: 4.3 och 4.4.

I den nya upplagan av exempelsamlingen ar det numren 4.9, 4.7, 4.8, och -
(utgatt) respektive oférandrat 4.3 och 4.4. Exempel 4.5 bygger pa ett svar
av en av tentandernal

Harledning:

Formeln for “metod-oberoende feluppskattning” erhalles ur Taylors formel:

Har ar £ en punkt i intervallet mellan det “gissade” nollstallet z och det
exakta nollstallet z*, och f(z*) = 0. Vi far genom att 16sa ut felet att

WY (G 1Y (G R,
F1(6) M

Hir giller att § ir det totala berikningsfelet hos f(z) och att M #r en
underskattning for |f'(z)| i aktuellt intervall. Eftersom z skall vara ett
nollstélle till funktionen f(z) sa kan man vénta sig att virdet f(Z) &r nira
noll, och da kan man inte bara forsumma berdkningsfelet.

Notera dven att eftersom Z normalt ar ett valt virde sa saknar det helt
berdkningsfel Rp. Vidare ar det viktigt att det dr Newton-Raphson som
kan anvindas for att forbattra uppskattningen av ett nollstille Z, inte
den metod-oberoende felupskattningen med sina belopp och &ver/under-
skattningar.



Givet ar en matris A och en vektor b enligt nedan

9.6 27.2 146.2 10.1
A= 12.0 19.0 28.0 b=1 328
9.6 30.2 584 61.2

L R-faktorisera matrisen A med pivotering enligt reglerna.
Anvand LR-faktoriseringen for att 16sa ekvationen Ax = b.

Bestam numeriskt en begransning for relativa felet i losningen till problemet
ib) da elementen i A anses exakta och da elementen i b ar korrekt avrundade.
Du far utnyttja att konditionstalet xo(A) = 37.1188.

Kommentar: Detta ar den uppgift som jag nastan alltid ger. Den hér
gangen ar den litet krangligare eftersom jag gett konditionstalet i 2-norm
och inte i maximumnorm. Det var, eftersom jag inte specificerat vilken norm
jag ville att relativa felet hos losningen skulle ges i, valfritt att arbeta i 2-
norm eller maximumnorm. I det senare fallet maste da inversen av matrisen
A beriiknas for att erhalla [|[A!||,. Det givna konditionstalet ir nimligen
da oanvandbart.

Losning:
a) Byt rad 1 och 2

12.0 19.0 28.0 ( 1219 28

9.6 27.2 146.2 0.8 | 12 1238 | ~
9.6 30.2 584 08 | 15 36

Rad 2 och 3 bytes:~

12 19 28 12 19 28
08] 15 36 |~| 08] 15 36
0.8| 12 1238 08 08 ] 95
1 12 19 28 010
Svar: L= | 08 1 R= 15 36 P=|001
0.8 0.8 1 95 100
32.80
b)Ly=Pb = y=| 3496
—44.108

Rr=y =



(6p)

—1.6379
Svar: =z ~ 3.4450

—0.4643
¢) Vi har:
5 5b 3.0.05
loall: ng(A)” > 3719 V3 < 0.0459
l|||2 116]|2 v/10.12 + 32.82 + 61.22

Om man anvinder maximumnorm finner man att K (A) = 54.66.

02|00 0b|| 0o 0.05
2lloe o\ ay U0l gy 66005 ) 4466
12 loo 1]l 00 61.2
) 0|00
Svar: m < 0.046 eller loz] < 0.045
(B4 [

Kommentar: En avsiktlig svarighet var har att konditionstalet getts i 2-
norm, medan jag i undervisningen mest anvande maximumnorm. Observera
att [|0b]l2 = \/[Abi[? + [Aby|2 + [Abg]2 < V3-0.052 = /3 - 0.05 medan
||0b|cc = max |Ab;| < 0.05.

Skriv- och lashuvudet till ett skivminne beror inte den magnetiska skivan
utan dr pa ett avstand ungefir en p (en tusendels millimeter). Nar ski-
van roterar dras luft in i det kilformade gapet, vilket okar lufttrycket och
darfor ytterligare separerar huvudet och skivan, dvs minskar risken att den
magnetiska skivan skadas.

Foljande ekvation (dar jag dock tagit bort den krangligaste termen) be-
skriver lufttrycket p(z) som funktion av laget.

1 _LIJ:Q "2V (z) 20 (z
V(@) = ol @)+ 3K () )

Har antages bredden pa skrivhuvudet vara en enhet, sa att 0 < z < 1.
Vi betraktar problemet som ett begynnelsevardesproblem
p(0) =1
p'(0)=0.1
och antar att kilen bestams av funktionen
k(z) = 0.001 + 0.003 - =

Los detta begynnelsevardesproblem med Eulers metod och steglangderna
h =1/2 och h =1/3 och gor en Richardsonextrapolation for att bestimma
en bittre approximation till p(1).



Anmarkning: Som langdenhet anvander jag en millimeter, men det be-
hover du inte bry dig om!

Kommentar: Detta ar en uppgift pa andra ordningens begynnelsevardes-
problem, som bor omvandlas till ett system av forsta ordningens.

Losning: Omskrivning som ett system ger

p’($)=q((x))
'(z) = L04(x "(z)k(z)?
(@) = X g(a) + ¥ (k2]

med begynnelsevirdena p(0) = 1, ¢(0) = 0.1. Loses med Eulers metod.

pn+1:pn+h'Qn:pn+h'f1

Qn+1 = Qn + h - g_n[QR + Bkl(xn)k(a:n)Q] =qp + h - f2

n

h n| Ty Dn fl qn f2
17200 |1 0.1 0.1 0.01
1 1/2 1.05 0.1050... | 0.1050... |0.0105...
211 [[1.10250... ~ p(1)
1/3 01]0 1 0.1 0.1 0.01
1 1/3 1.03333...10.10333...]0.10333... | 0.01033...
2 2/3 1.06778 ... 0.10678...|0.10678 ... | 0.01068...
31 1.10337... = p(1)
Richardsonextrapolation: Ry = cih! +coh?+...; steglingdskvot=3/2. Vi
. A A A
far == =— =2A
-1 (-1 1/2
h  p(1) 2A
1/2 1.10250...
/ 0.00174 ...
1/3 1.10337... 1.10511...

|Ry| <~ [1.10337 — 1.10250| = 0.00087

Svar: p(1) =~ 1.105; |Rr| < 0.001



Kommentar:

Den ovanliga steglangdskvoten vallade faktiskt inga problem. Jag valde tva
respektive tre steg for att fa ned raknearbetet.

Som vanligt med differentialekvationer ar det viktigt att halla reda pa hur
manga steg som skall gbras. “For médnga steg” &r extra olénsamt (mer
arbete, mindre podng). Aven “for fa steg” ger naturligtvis podngavdrag.

Steglingderna i uppgiften ar egentligen for stora, vilket ger dalig nog-
grannhet. Dessutom bidrar inte den sista termen 3k'k? vid anviindning
av lag precision.

Felberdkning var inte begérd, varfor |Ry| inte behdvde berdknas.



