Svar TANA39 Numeriska metoder M och Mx — 99-04-15 /uo/be

LTMh)=h(Gfo+ fi+ -+ fact + 3fn), dér b= (b—a)/n.
Forutséttning: |Af(z)| < e, for alla z € [a, b].
|Rxr|=|AT| < h(5lAfl +[Afil+ -+ |Afuoi| + 51Afn]) S h(ze +e+ e+ 56) <hne = (b—a)e

Svar: |Rxr| < (b—a)e, giller dven om man gor Richardsonextrapolation.

2. Genom att 19sa f6ljande ekvationssystem erhalles s} = z;.

h=2; 21 =24 =0. 15
221 + 82’2 + 223 = 6((f3 - f2)/2 — (f2 — fl)/2) = —5.679
220 + 823 + 224 = 6((fs — f3)/2 — (f3 — f2)/2) = —3.606 1 TN
. oo 8 2\ [z —5.679 zo = —0.6370
Vi far: (2 8> <z3> (—3.606) = (z3 = —0.2915> ”
sy fas ur (i = 2): sb = (f3 — f2)/2 — 223/6 — 222/3 °
= 0.0005 + 0.2925/3 + 1.274/3 = 0.52233 . .. -05
5(34) fas for ¢ = 2: 5(34) = fo + sh + 0.520 + (23 — 22)/12
=0.894 + 0.52233 ... — 0.3185 + 0.02879 ... = 1.126625 Y 32 3 a5 36 37
Pga den starka lutningen i borjan och slutet &r 16sningen rimlig trots att
f(34) &r ganska mycket storre dn f(33) & f(35). Figur 1: Interpolerande kubisk
Svar: s(34) = 1.126625 resp. linjir spline-funktion.

3. (a) Utfor Gausseliminationen utan pivotering

10 20 30 10 20 30 10 20 30
20 60 140 | ~ 2 20 80 ~ 2120 80
30 140 450 3 80 360 3 4 140

Svar: Alla diagonalelementen i R &r positiva, vilket medfor att den symmetriska matrisen A &r positivt definit.

1 10
(b) Svar: L= 2 1 D= 20 ,  dir DLT =R.
3 4 40

1
© Ly=b = y=(101 126 -19.5)"

Dz=y = 2=(101 036 —04875)"

LTz =z = Svaran (—2.6875 258 —0.4875)"
(d) Foo(A) = [[4]loc - |4 oo = 620 - 1.65 = 1023; [|6 4|00 < 0.01-3 = 0.03

, 110200 Koo(4) ll6A]]oo 1023 0.03 10| 0
Vi har: < . < - —— < 0.053; Svar:
lzllc = 1= [I6A]loc - A7 loo  [|Allc = 1—1.65-0.03 620 — (B[

< 0.053

4. Grovuppstkning ger z* ~ +£1.2; f(z) =22 —4-cosz; f'(z) =2z +4-sinx;
Funktionen dr symmetrisk, s& det ricker med att bestimma den positiva roten.

Newton Raph ntl = Ty — :
(a) Newton Raphson (:c 1=z f'(xn)) ger
9 =1.2; 21 =1.2015389649...; x5 =1.201538299...; Viljz = 1.2015.
1.201 2.4-107*
Metodoberoende feluppskattningen: |z — 1.2015| = |f(|f/(2)|5)| < ; 10 <0.4-107%
Overskatta tiljaren: |f(1.2015)| = | — 2.349...- 1074 < 2.4-10~%;

Underskatta |f'(§)|, & € (z,2*). Valj min( |f'(1.2)] =6.454...,|f'(1.21)| = 6.162...)
Svar: z¥ = £1.2015 £ 0.4 - 10~%. Vi har alltsd fyra (dvs mer &n tre) korrekta decimaler.

(b) Fel pga fel i A =4+ 0.02 tillkommer. Felet i f pga fel i A blir:
3]
|Af| = |Rx(f)| < a_fl‘ |AA| = |cosz||AA| <0.361-0.02 < 7.3-107°

|£(1.2015)| _ (0.24 +7.3) - 1073
FA€3) 6.1

Svar: zy = £1.2015+ 1.3 - 1073 och vi har nu bara tva korrekta decimaler. Felet minskar bara marginellt om vi
har ett Z som ger f(Z) = 0, dvs vi kan hogst fa tva korrekta decimaler.

<1.3-1073.

Metodoberoende feluppskattningen: |z — 1.2015| =



5. Trapetsregeln och Richardsonextrapolation ger:

h  T(h) A/3 Ty(h) A/15 Ts(h)
0.8 1.1997072
—0.0008485 . . .
04 1.1971616 1.1963130. ..
0.2 11965314 00002100 1g6a9q5 . 00000005 1o63015
I ~1.196322; |Rr|<[1.1963213...—1.1963130...| = 0.83-10°

|Rg| <0.5-107¢ (Slutavrundningen)
Rxr < (b—a)e <0.8-0.5-107% = 0.4- 1075, déir € &r 6vre gréns for felet i givna funktionsvérden.
\Rror| < (0.83 +0.05+0.04) - 10° < 105 Svar: [ = 1.106322 + 105

I
Fel pga fel i indata, Rxx, blir: [Rxx| S ‘% - |Ab| = | £(B)] - |AB| < 1.5-0.0002 = 3-10~*

Svar: Tillkommande fel: |[Rxx| < 3-107*

6. (a) Omskrivning som ett system ger
u'(z) = v(z)
) = Y@ o
v'(z) = (@) [v(z) + 0.7z - u(x)]
med begynnelseviirdena u(0) = 2, och v(0) = 0.8.
Loses med Eulers metod.

Upt1 = Up +h vy,

Vpa1 =Up + h- Z—" - [vn + 0.7z u,]
n
h n| T, |un Up, hv,, hvg (v + 0.720uy) [uy,
0.5 00 2 0.8 0.4 0.16
1105 |24 0.96 0.48
21 |[288~u(D)]
02500 2 0.8 0.2 0.08 Svar: y(1) ~ 2.971430
1102522 0.88 0.22 0.1265
2105 |242 1.0065 0.251625 0.19272...
31 0.75| 2.671625 | 1.19922... | 0.29980...
411 ||2971430 m u(1)|
(b) Richardsonextrapolation: Ry = cih! +coh? +... ;.
h y(1) A/l y(1) A/3 y(1)
0.5 2.88
0.09143
0.25 2.971430 3.06286
0.125 3.042536 0.071106 3.113642 0.016927 ... 3.13057 =~ y(1)

Svar: y(1) ~ 3.13057
(¢) Om vi enbart anviinder Euler kan trunkeringsfelet i yp—9.125(1) uppskattas med:
|3.042536 — 2.971430| ~ ¢ - h' = ¢-0.125 = ¢ ~ 0.57.
For att fa ett trunkeringsfel ~ 1076 kréivs en steglingd h ~ 10 ¢/c ~ 1.75-107°
Svar: h ~ 1.75- 1078
7. Berdkningsfelsanalysen: se exempelsamlingen ex: 2«31 b) och c¢). Mélet #r att jimfora Fall 1 och Fall 2 och d4 behdver
man inte ta hinsyn till lagringsfelen i a och b, eftersom deras inverkan pa resultatet blir lika i de bada fallen.
Svar med kommentarer:
Berdkningsfelet i (a2 — b?) blir < p - (a® + b2 + |a% — b?|). Detta fel kan bli mycket stort i forhallande till resultatet om
a=b,dvs da |a® — b?| < a® + b?
Berékningsfelet i (a — b)(a + b) blir < 3p - |a? — b?|, vilket alltid ger ett litet relativt fel pa hogst 3u.
|a]

" . 1
Fall 2 16nar sig om 7 <7 < V3.

Om inte a/b ligger i detta intervall sd dr skillnaden mellan de bada fallen inte speciellt stor. Alltsa #r det lampligt att
alltid anvénda Fall 2.



