.I Analytisk teori for Bernoullipolynom. Orientering for
oskulder.

.I.1 Numeriska serier.

Vi borjar med en snabbrepetition i &mnet serier. For detaljer, fler exempel, och
utforligare bevis, hénvisar jag till Mats Neymarks seriekompendium, eller Vaxjo-
boken i Envariabelanalys, av Tengstrand et al (Studentlitteratur).

Vid en ytligare (forsta) ldsning kan du ignorera motiveringarna for att serier far

integreras termvis, resp. att man fa ga i limes termvis. D& ser du iallafall hur
resultaten gar.

.I.2 Definition: Vi sdger att serien
—+oo
D> an
n=p
ar konvergent, med summa s, om f6ljden av partialsummor

N
SN = E (079
n=p

konvergerar mot s. Eljes sdger vi att serien ar divergent.

1.3 Exempel: Ett enkelt exempel pa en divergent serie ges av den med termerna

an, = (—1)". Dess partialsummor 2112/:0 a,, hoppar mellan 1 och 0. Ett mindre
enkelt exempel ar

Vi tittar pa partialsummorna

s —1+1+(3+1)+ +(#+ +i)
Qk— 2 3 4 2k71_|_1 2k

Summan i varje parentes &r > 1/2. Partialsumman &r alltsd > 1 + k/2, som kan
bli hur stort som helst.

1.4 Exempel: Ett klassiskt exempel pa en konvergent serie &r

+oo 1

> o

n=2
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Man kan némligen dela upp varje term i partialbrak:

1 1 1
n2—-n n—-1 n
Partialsumman sy blir alltsa:
1 1 1 1 1 1
1--= - — = —— —)=1- = 1, d& N
For serien
+oo 1
>
n=1
galler

1 1
SN§1+Zn2—n:2_N<2

Partialsummorna bildar alltsi en vixande (positiva termer!) och uppéat begrinsad
talfljd. Serien konvergerar. Vi ska omsider bestdmma dess summa.

Med liknande jamforelseargument visas att serierna

+001

ZW’ 2<keZ

n=1
samtliga konvergerar (desto hellre!).
I sjélva verket kan k fa vara en reell konstant > 1, vilket man visar med integral-

jamforelser. Se lamplig bok.

1.5 Exempel: Absolut konvergens

Alla vara serier, utom den forsta, var positiva. Néar termerna vaxlar tecken kan
subtila saker intraffa. Men ibland har man tur. Om serien

2 ol
n

konvergerar, sa konvergerar dven
>
n

Man séger da att den senare serien ar absolutkonvergent.

Serien
= cos2nmx
> =
n=1

nk

ir absolutkonvergent, eftersom dess allménna term till beloppet &r < 1/n*.
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Om serien sjalv konvergerar, men serien av absolutbelopp divergerar, sdger man
att serien dr betingat konvergent.
Ett exempel pa detta ges av

S

n>1

Slar man ihop en jamn term, n = 2k, med néstféljande, far man

1 I 1
2k 2k+1  2k(2k+1)

Vips har vi en positiv serie som kan jimféras uppat med > 1/(4k?) som vi redan
klarat ovan (utan den extra fjardedelsfaktorn).

Detta visar att foljden av jamna partialsummor konvergerar mot ett grénsvérde s.
D4 géller samma om de udda partialsummorna, eftersom termerna gar mot 0.

Det vanligaste séttet att visa konvergens for denna serie beror pa att den &r en
Leibiniz-serie: tecknen alternerar (vartannat dr plus, vartannat dr minus) och
termernas belopp avtar mot noll. Partialsummorna ror sig da fram och tillbaka
i allt snévare svingar. Foljderna av jaimna och udda partialsummor &r monotona
och begrinsade (t ex av varandra) och respektive grinsvirden #r lika eftersom
termerna gar mot noll.

.I.6 Likformig konvergens.

Likformig konvergens levererar ett enkelt tillrdckligt, men langtifran nédvéndigt,
villkor fér att en oéndlig summa ska kunna integreras termvis. Dess popularitet i
grundlidggande matematikkurser far forklaras med att det &r relativt latthanterligt
och askadligt.

Jag sammanfattar det viktigaste.

1.7 Definition: Funktionsserien
—+o0
Y falz),  a<z<b
n=0

siiges konvergera likformigt mot summafunktionen s(x) pa det angivna intervallet
om det finns en talféljd «,, sadan att

|5(2) = Y ful@)| = |s(z) —sn(@) Say a<a<b
n<N

och
ay = 0da N — 400
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Villkoret i defintionen ger forstas punktvis konvergens, dvs. konvergens for varje
fixt 2. Man kan forestélla sig hur partialsummorna sy (2) kryper in i ett godtyckligt
smalt epsilonband, kring s(x), blott antalet termer véljes tillrackligt stort.

1.8 Sats. Ar f,:en kontinuerliga, och konvergensen likformig, sé dr dven summa-
funktionen s(x) kontinuerlig.

Bevis: Anta s(z) diskontinuerlig i 9. D& finns ett positivt € och en talfoljd
T, — xo,n=1,2,... med
|s(zn) — s(xo)| >, Vn
D4 kan ingen kontinuerlig partialsumma sy (se definitionen) uppfylla
€

jswe) — s(@)| < =
i ndgon omgivning av xg.
Ty anta det sista. Enligt triangelolikheten vore da

|s(zn) = s(xo)| = |(s(zn) — sn(zn)) + (sn(2n) — sn(20)) + (s (20) — s(2))| <
g + g + g =€

for tillrackligt stora m, en motsédgelse. Den forsta och sista termen kommer av
antagandet, den mellersta av partialsummans kontinuitet.

Vi behover flera ganger foljande

1.9 Sats. Om funktionerna f,(z) dr kontinuerliga och

+oo
an(:zr):s(:zr), a<xz<b,
n=1

med likformig konvergens péa detta intervall, sa ar

/ab s(x)dx = § /ab fn(x)dz

dvs integrationen av summafunktionen sker termvis.

Bevis: \
[ s0) = X fulo)de] < an(b-a) — 0
a n<N
da N — +o00. 1

Det enklaste kriteriet for likformig konvergens ges av Weierstral’ Majorantsats:
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.10 Sats. Serien ) f,(z) konvergerar likformigt och absolut pa [a,b] om det
finns en talfoljd a,,n = 0,1,2,... med |f,(z)] < an, a < x < b och siddan att
> a, konvergerar.

I tillimpningen kommer vi att ha a,, = 1/n* k& > 2. T ex serien

—+oo

Z cos2nﬂ':1:; k> 2

k
n
n=1

konvergerar likformigt pa varje intervall eftersom termerna majoreras av 1/n?,
allménna termen i en vilkind konvergent serie. Vi kommer att behova veta det,
dels for att kunna integrera serien, dels for att kunna visa

Z cos2nmx Z 1

- R
n?2 n?

n>1 n>1

da z — 0.

Det &ar virt att notera att den forsta serie vi summerar inte &r absolutkonvergent.
Dess likformiga konvergens pa vissa intervall kommer att faststéllas pé ett mer
direkt satt.

.I.11 Bernoullital och dito polynom. Repetition.

Minns att Bernoullipolynomen B, (z) ges av den exp-genererande serien

te'” B (z)t"
et —1 Z n!
n>0

och att Bernoullitalen definieras som B,, = B, (1).
Vi har BO = 1,B1 = —1/2, och B2k+1 =0 for k Z 1.

Den som kan funktionsteori faststéller ldtt att serien (med x = 0 insatt) har
konvergensradie 27 eftersom singulariteterna med minsta belopp ar ¢t = +2mi (sétt
ndmnaren = 0).

Genom att derivera den genererande serien formellt m a p = visar man latt att

By, (x) = mBy,1(x) (0)

Vidare ar Bi(z) = x — 1. S& vi kan bestdmma hégre Bernoullipolynom genom
upprepad integration.. Integrationskonstanten bestams da av kravet

1
/ B, (z)dz =0, n>1
0

vilket man erhéller genom att integrera den genererande funktionen (formellt, m a
p x,) fran 0 till 1.

T ex ar
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1
Bg(a:)::cz—x—i-g

I t ex Eulers summationsformel betraktar vi Bernoullipolynomen endast pa inter-
vallet [0,1]. Utanfor detta fortsdtter vi dem periodiskt. Vi kallar de s& erhallna

funktionerna for B, ()

Alla utom Bj far kontinuerliga fortséttningar eftersom B, (0) = By, (1) for m >
2. Detta kan ocksa visas med hjilp av den genererande serien. Se figurer i
Betongboken, p. 473.

I teorin f6r Fourierserier visar man att periodiska funktioner under ratt svaga villkor
kan utvecklas i trigonometriska serier.

Vi ska visa detta for de periodiska Bernoullifunktionerna med mycket direkta me-

toder. Den besvirligaste blir f?g.

.I1.12 Utvecklingen av £~31

Vi borjar med ett lemma om den s k Dirichletkdrnan.

.I1.13 Lemma.

N ,
1 1sin(2N + )7t
D, (t) := It = —— + — 27
®) ;COS ™ 272 smmt

Bevis: Multiplicera véansterledet med sin 7wt och utnyttja
1
sin 7t cos 2mnt = §(sin(2n + )7t — sin(2n — 1))

Vi far en teleskopsumma dar endast tva bidrag 6verlever. I

J.14 Lemma. Lat 0 < x < 1. Det géller

, 12 sin(2N + 1) 7t
lim e e——

- dt =0
N—+oo [, sin i

Bevis: Partialintegration ger

/1/2 sin(2N + 1)t

sin
1 = cos(2N + 1)71'15]1/2 1 /1/2 wcos(2N + 1)xt coswtdt
T 2N +1 sint e 2N +1 J, sin? 7t

Den forsta termen majoreras av

1 1
2N +1 sinmz
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Den andra majoreras av
|z —1/2]
(2N +1)sin® 7z

Eftersom z &r fixt gar bada mot noll d& N — +o0o0 1

Integrera ekvation (1) fran z till 1/2. Lat N — 4o0. Vi erhiller da:

I.15 Foljdsats.

IX sin2nme 1
Z ———— =7(z —x) = —7B;(x)
= n 2

for 0 < x < 1. Konvergensen dr likformig pa varje slutet intervall [a,b] dér
O0<a<b«l

Det sista f6ljer om man i de bada uppskattningarna (2) och (3) byter z mot det
virde av a,b som ligger langst fran punkten 1/2.

.I.16 Utveckling av Bs.

Eftersom utvecklingen av Bj(t) konvergerar likformigt pé intervallet mellan ¢t = y
ocht=ux, 0 <ax,y <1, kan vi integrera termvis mellan dessa grénser. Vi erhaller,
efter multiplikation med —2x

—+oo —+oo

cos 2nmx cos 2nmy
E o —E 3 =r?@? -z -y +y), O<umzy<l.
n=1 n=1

Eftersom serierna konvergerar likformigt pa varje intervall framstéller de kontinuer-
liga funktioner pa [0,1]. Det gor dven polynomen i hogerledet. Vi har alltsa likhet
dven om nagot av x och y ar =0 eller 1.

Betrakta x som konstant och integrera med avseende pa y, fran 0 till 1. Termvis
integration av den andra summan (tillatet, p g a likformig konvergens!) ger resul-
tatet 0. Vi erhaller alltsa
2 1
3 COSNTE _ 1242 — g4 =) = 72 Bo(2)

2
n 6
n=1

for0 <z <1.

Insdttning av x = 0 ger:

+

yL-T
—=—,

—n 6

vilket ar vackert.

.17 . Bestimning av By (), By (0) = Bag

Vi kan nu sldppa all forsiktighet. Den sist funna serien konvergerar likformigt pa
alla intervall. Termvis integration ar tillaten hur manga ganger som helst, ty i varje
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steg erhaller vi serier som &r likformigt konvergenta pa varje intervall, av tidigare
angivna skil (kommentarer direkt efter 1.10.)

Vi utfor dessa integrationer och véljer for bada leden varje gang den primitiv vars
integral fran 0 till 1 & = 0. Resultatet blir:

(—1)k+1. EQk(I)(Zw)% _ JFZOO COS(27TTLCC); k> 1
2(2k)! n2k

n=1

for godtyckligt x.

Faktorn (2k)! hdrror fran identiteten (0) ovan.

Faktorn (—1)*+1(27)2* kommer av den upprepade integrationen av cosinusfunktio-
nerna.

Inséttning av x = 0 ger sa de klassiska sambanden:

(1)1 (2m)% By, *f 1
2(2k)! - A2k

Vi isolerar lite termer i hogerledet:

1 1 1 1
1+2W+3W+.”+W+ Z W

n=m-+1

Den sista summan, var restterm, kan skrivas

1 *i:’o (m + 1)

(m + 1)2k ol n2k

Den andra faktorn begridnsas uppat av véirdet for £ = 1, ty samtliga termer i
summan avtar med vixande k. Hela resttermen ar alltsa

1

MRS

) for stora k

Detta dr den asymptotik som ges i tabellen pa sidan 452 i Betongboken (for m = 3).



