
Matematisk m�als�attning. Bidrag till en kursVarf�or m�albeskrivningar?Det �nns inget allomfattande svar p�a rubrikens fr�aga. Svaret beror p�a anv�andaren och mediet. Dessah�anger ihop.Studiehandboken talar om \inneh�all" och \m�al". Gr�anserna �ar inte helt skarpa. Inneh�allet �ar i regelen uppr�akning av begrepp, delomr�aden och resultat, kanske en sammanst�allning av textb�ockernas kapitel-rubriker. M�alen kan vara mer allm�ant h�allna. I kursen TATA18, Line�ar Algebra Y, �ar m�alet detta: \att ge ensammanh�allen begreppsram f�or geometrisk och algebraisk teknik med till�ampningar inom : : : (uppr�akning)".Det �ar min egen formulering s�a jag m�aste gilla den. Det framg�ar vad kursen inte �ar; den �ar inte en l�ossamling f�orfaranden, formler och algoritmer. Den �ar sammanh�allen. Begreppen i sig sj�alva �ar viktiga; vadde �ar, var de upptr�ader och hur de ser ut n�ar de anv�ands. De h�aller ihop tekniken. De f�orvandlar m�angafakta till f�a principer.Den senare uppr�akningen av inneh�allet �ar ytterst ytlig, endast ett f�atal nyckelord. Det st�ar senare vadlitteraturen heter. Det �ar d�ar detaljerna ska �nnas. Sammanfattningar och f�orord ger ytterligare vinkar ombokens, d�armed ocks�a kursens �loso�.Annorlunda blir det p�a kurser utan o�ciell litteratur. Men i s�adana kurser f�ar man nog ocks�a r�aknamed st�andigt f�or�anderligt, delvis di�erentierat, inneh�all. Det r�or sig i allm�anhet om kurser med f�a deltagare,t ex min egen i Abstrakt Algebra.Med tanke p�a studiehandbokens omf�ang kan inte m�albeskrivningarna g�oras utf�orligare �an s�a. Man f�arnog se studiehandboken som en mycket �oversiktlig presentation av kursutbudet. Beskrivningarna m�aste alltidkompletteras alltefter anv�andare. I en studiehandbok �ar det viktigare att ange f�orkunskaper och p�abyggnad.Det slarvas med det f�orra.S�aledes beh�ovs en mer utf�orlig m�alanalys inf�or kursens best�allare, n�amnden. Detta g�aller specielltnyinr�attade kurser. Det kan ocks�a g�alla kurser i kris eller f�orvandling. Det kan ocks�a beh�ovas gentemotavn�amare. De senare har oftast en mycket oklar, rapsodisk och nyckfull uppfattning om tidigare kursersinneh�all.Ofta h�anger de upp sig f�or mycket p�a detaljer och ord. K�anner studenten inte igen det ordet, dendetaljen, kan de ingenting.\Varf�or har ni inte riktningscosiner" brukade mekanikf�orel�asare undra om line�ar algebra. Vi hade dem,men inte ordet; m�anga formler f�orenklas n�ar man normerar ing�aende vektorer. Normeringen visar sig varadet v�asentliga. Id�en, inte namnet.I min grupp diskuterade vi en kursplan f�or en fysikkurs p�a I-linjen. Jag ans�ag att beskrivningen av1



inneh�all och m�al var giltig p�a det viset att den ledde till klara, kritiska, fr�agor. Inneh�allet var stort ochsp�ande �over 
era omr�aden av fysiken. Samtidigt formulerades allm�anna m�al, t ex f�orst�aelsen av samspeletmellan experiment och teori, samt analys av felk�allor.Den kritiska fr�agan �ar om dessa m�al - det kvantitativa och det kvalitativa - f�orst�arker varandra ellerkolliderar. Fr�agan g�aller m�albeskrivningens trov�ardighet, t ex inf�or studenter.Man kanske m�aste se en m�angfald fysikaliska begrepp f�or att se de sammanh�allande principerna - eljes�nns inget att h�alla samman! Eller kanske detaljrikedomen tv�artom skymmer principerna.Skulle en djupare kurs i en av de tre specialiteterna f�orst�arka de allm�anna kvaliteterna? Jag st�allerfr�agorna d�arf�or att jag inte vet svaren. Kursinformationen p�a n�atet varken st�aller eller besvarar fr�agorna.N�amnden borde ha st�allt dem. Hade det handlat om en matematikkurs hade jag inte tvekat om svaret.S�adana diskussioner �ar viktiga, inte minst inf�or studenterna. M�albeskrivningen ges l�ampligen av kursin-formationen, i kursprogram, och l�opande under kursens g�ang. Det uppn�adda relateras till forts�attningen.Delm�al kan vara en f�oruts�attning f�or att ens formulera slutm�alen. Sj�alv har jag kursdagbok p�a n�atet i minatre kurser.Inf�or kursen kan man inte g�ora mycket mer �an att beskriva dess inneh�all i r�att ytliga termer. Ofta f�arman v�anta en bit in. Att ens antyda de abstrakta begreppen, deras inneb�ord och syfte, i ex.vis line�ar algebra�ar om�ojligt innan man kan exemplifera dem. Det kan man tidigast efter en tredjedel av kursen.M�albeskrivningen inf�or studenter - tydligen en fortl�opande process under hela kursen - blir giltig omden ses som l�osning p�a erk�anda problem.Vi kan r�akna med att 
ertalet studenter har en deformerad kunskapssyn i matematik. De �ar vanaatt varje situation �ar f�orberedd f�or 15 minuter sedan. Flertalet har l�ost typupuppgifter, vilket �ar uppgiftermed standardiserad formulering och l�osningsg�ang. Helt felaktiga l�osningar kan beror p�a att man f�orknipparformuleringen med en annan uppgift.P�a ett Ume-prov ska studenter avl�asa funktionens nollst�allen ur en graf. M�anga anger derivatansnollst�allen. De associerar vanem�assigt en graf till en s�adan unders�okning, extrempunkter och st�orsta v�arde.En m�albeskrivning, och d�artill h�orande h�allning, m�aste allts�a klarg�ora behovet av beredskap inf�or of�orbereddasituationer.Det �ar allts�a viktigt att klarg�ora vad som d�oljer sig bakom en rubrik, t ex \di�erentialekvationer".Studenter tror ofta att det bara handlar om l�osningsmetoder, vilka �and�a besegras av varje realistiskt problem.Jag diskuterade en g�ang en di�erentialekvation i en kurs i transformteori. Studenterna hade l�ost denmed fouriertransformer. Jag ville anknyta till tidigare metoder, f�or att klarg�ora vad en l�osning �ar, egentligen.Det handlade om att klistra ihop l�osningar och att anpassa till krav i o�andligheten. Jag st�allde upp den enadelekvationen och fr�agade: \hur kommer l�osningen att se ut?". Svaret blev \f�orskjutningsregeln", metoden,l�osningsg�angen.Men jag fr�agade efter l�osningens struktur. Troligen �ar l�osandet av ekvationer n�odv�andigt f�or f�ortrogenhetoch �overblick av strukturen, men uppenbarligen inte tillr�ackligt. Man m�aste utv�ardera svar och l�osning,kontrollera, anknyta till f�oruts�attningar. Detta m�aste synas �atminstone i den implicita m�albeskrivning somges av kursprogram, �ovningsmaterial, lektionsledarens upptr�adande (uppf�oljande, inte inledande), osv. menocks�a formuleras explicit. Jag tror b�agge beh�ovs. 2



Kritik av BloomN�ar vi diskuterade fysikkursen TFFY24 m�arkte vi hur sv�art det var att inordna momenten under de6 rubrikerna i Blooms taxonomi. Det hade onekligen hj�alpt om vi vetat mer om kursens praktik, desslitteratur, �ovningar och laborationer. Men vi kom ocks�a fram till att det var f�or petigt. En del distinktioner�ar orimliga - de tar is�ar det odelbara - eller f�or luddiga.Ta de�ntioner. Vad inneb�ar det att kunna en de�ntion om man inte f�orst�ar den, dvs. kan avg�ora omenskilda exempel motsvarar de�nitionen?Samtidigt �ar det omv�ant ofta m�ojligt att f�orst�a ett begrepp utan att kunna�aterge en de�nition. Den somkan r�akna ut en 4/4-determinant med 20 nollor kan de�nitionen b�attre �an den som kan rabbla den. Man kananses ha en r�att god uppfattning om gr�ansv�arden �aven om man inte beh�arskar epsilon-delta-formalismen.Det �nns ers�attningar, t ex att dela upp i \nollg�aende" och begr�ansad faktor. Men det �ar ocks�a fullt m�ojligtatt ber�akna mycket kr�angliga gr�ansv�arden utan att ha en aning om inneb�orden.F�orst�ar man konvergens av serier om man kan �aterge de�nitionerna, till�ampa kritererierna, men intehar n�agon uppfattning om resttermen? Vad inneb�ar det att den harmoniska serien divergerar? R�aknedosanproducerar, naivt anv�and, inte p�a rimlig tid n�agon �overv�aldigande partialsumma.Vet man vad Leibniz' kriterium handlar om, om man anv�ander dess falska omv�andning, eller tror att\ungef�ar monoton" r�acker eller tror att man kan till�ampa j�amf�orelsekriterier (olikhet och kvot)?Ju 
er s�adana fr�agor jag st�aller - t ex n�ar jag r�attar tentor - desto sv�arare f�ar jag att ta is�ar kunskapeni alla dessa niv�aer. Vad blir kvar?Flera av de alternativ som beskrevs �ar f�orgrovningar av Bloom. De sex niv�aerna sorteras i tv�a eller tregrupper. Det visade sig, t ex vid genomg�angen av fysikkursen, att man kommer l�angt med att sl�a samman1-3 till en grupp, 4-6 till en annan. Grovt sett handlar den f�orsta gruppen om \vad", vilka \moment",dvs. begrepp, resultat, algoritmer, etc. som ska ing�a. 4-6 handlar om vad man ska kunna g�ora med dem.Kvantitet och kvalitet. Kvaliteten �ar det man minns n�ar man gl�omt detaljerna.Men n�ar jag g�or mina m�alanalyser �ar det en tredje fr�aga som tr�anger sig p�a, n�amligen \varf�or". Denverkar inte t�ackas alls av de h�ar niv�aerna. �And�a �ar det alltid d�ar jag b�orjar.Jag beskriver n�amligen kurser, explicit och implicit, genom att ange m�al och v�agar till m�al. I enmatematikkurs �ar det viktigt att f�orst�a vad man g�or med sikte p�a modellering i till�ampningar och vad mang�or f�or att f�orbereda dessa verktyg. Man kan naturligtvis inte dela fullt s�a kategoriskt. T ex den konkretavektorr�akningen i line�ar algebra har tv�a syften: dels anv�ands den i mekaniken, dels levererar den en�ask�adligmodell f�or de kommande abstraktionerna. Minsta-kvadrat-problemet generaliserar projektion i plan, elleravst�and mellan skeva linjer, t ex.Redan denna insikt, om det enskilda momentets roll i helheten, �ar tillr�ackligt f�or att bomba halvaden \klassiska" (dvs. gamla) uppgiftsrepertoiren och inspirera nya, oftast ytterst enkla och fundamentala,uppgifter.En vidare analys s�ager att de ut�atriktade m�alen i matematikkurser utg�or kanske 20 procent, menmotiverar de �aterst�aende 80. Utomst�aende ser inte uppbyggnaden och tror ofta att matematik kan l�aras p�akort tid och i vilken omgivning som helst. En del kortsynta beslut har baserats p�a denna perspektivl�oshet.Verkligheten sl�ar tillbaka. I regel �ar studenterna de f�orsta som protesterar. �Aterigen aktualiseras behovetav fungerande analysverktyg. 3



�Ask�adningsexempel: FLERVARIABELANALYS.Som exempel har jag valt Analys B som �ar den enda obligatoriska kurs jag f�orel�aser. Den g�ar i D2, menhar samma kurskod och examination som Y,I,M. Det �ar en kurs jag skulle vilja �andra r�att kraftigt, mensaml�asningen om�ojligg�or detta.Jag t�anker beskriva kursen som jag vill att den ska se ut. Det inneb�ar ocks�a vissa f�or�andringar avkursinneh�allet, med tanke p�a skillnader mellan programmen. M och Y l�aser Vektoranalys. D g�or det inte,men l�aser �and�a senare Mekanik och Elektromagnetism. Dessa kurser, som har gigantisk f�orel�asningsvolym(och allts�a �ar f�or stora f�or po�angen), skulle tj�ana p�a att vissa matematiska inslag f�orbereddes. Jag f�oruts�atterd�arf�or i min analys att det ing�ar en del om linjeintegraler. S�adana f�orskjutningar eller omstruktureringar avinneh�allet �ar rimliga resultat av en mer ing�aende analys, och d�arf�or �annu ett motiv.Nu inneh�aller Analys B ut�over 
ervariabeln en del envariabelanalys, n�amligen serier. Att detta inteing�ar i Analys A beror p�a att denna kurs �ar stor nog �and�a. Dessutom kr�aver serieavsnittet mer mognad.Det �ar l�att att motivera och strukturera, men jag avst�ar. Jag inskr�anker mig allts�a till 
ervariabelinslaget,f�or att f�a en lite mer koncentrerad och enhetlig framst�allning.Jag beskriver kursens m�al genom att besvara fr�agorna \vad?", \hur?" och \varf�or?". Publiken �arteknologer och undervisare i p�af�oljande kurser. Jag anv�ander ett beskrivande och resonerande spr�ak. Jagstorknar �at de vanliga rappa uppr�akningarna d�ar alla ord �ar precis lika viktiga.VAD?Flervariabelanalys handlar om funktioner av 
era variabler, eller av en vektor. Kursen behandlar mesttv�a och tre variabler, dvs. funktionerna beror av punkter eller vektorer i rymden eller planet.Analysen s�onderfaller precis som envariabeln i di�erentialkalkyl och integralkalkyl. Precis som i envari-abeln m�ots dessa. Det �nns en motsvarighet till Analysens Huvudsats som ju j�amf�or funktionsv�arden, i�andpunkterna av ett intervall, med integralen av en derivata.Greens formel j�amf�or en integral �over att plant omr�ade, en dubbelintegral, med en annan integral, enlinjeintegral �over dess randkurva.Den andra m�otespunkten �ar en formel f�or variabelbyte.Om enkelintegraler kan uppfattas som areor under kurvor s�a �ar dubbelintegraler volymer under ytor.Deras ber�akning kan ofta �aterf�oras p�a enkelintegraler.Linjeintegraler har inte lika enkla tolkningar (utom i fysiken); h�ar �ar intervallet utbytt mot en kurva. F�ordem �nns ocks�a en huvudsats, som j�amf�or integralen (ibland) med v�arden i �andpunkterna av en potential.Vi behandlar �aven integraler i h�ogre dimension, trippelintegraler (f�or funktioner av tre variabler).Di�erentialkalkylen handlar om f�orenklande approximationer. I en variabel approximerar man funktion-stillskott med en konstant, derivatan, g�anger ett variabeltillskott; funktionskurvan byts mot en linje. Detta�ar den enklaste formen av linearitet, proportionalitet.F�or funktioner av 
era variabler ers�atts det enda talet av en vektor, gradienten, och multiplikationenav en skal�arprodukt. F�or avbildningar, dvs. vektorv�arda funktioner, ers�atts det enda talet av en line�aravbildning, en matrismultiplikation. Derivator �ar allts�a vektorer och line�ara avbildningar.4



I den tidigare n�amnda variabelbytesformeln ers�atts en transformerande funktion av en transformerandeavbildning. Derivatan i envariabelfallet ers�atts av determinanten av den nyss n�amnda matrisen.Precis som enkelintegraler kan multipelintegraler vara generaliserade, t ex genom att omr�adet �ar o-begr�ansat. Det nya �ar att begreppet betingad konvergens inte existerar. Man integrerar �over v�axandebegr�ansade omr�aden och g�ar i limes. Gr�ansv�ardet kan, om integranden v�axlar tecken, bero p�a hur omr�adenav�aljs.Taylors formel har en motsvarighet i 
era variabler. I envariabeln �ar ocks�a detta ett moment d�arintegralkalkyl och di�erentialkalkyl m�ots. Satsen h�or till di�erentialkalkylen, beviset anv�ander itegraler.Flervariabelsatsen �aterf�ors p�a envariabelfallet, s�a det m�otet �ar redan avklarat.HUR?Integraler uppm�arksammas huvudsakligen genom ber�akningar. Det mekaniska r�aknandet �ar nedtonat;det viktiga �ar att kunna identi�era och beskriva omr�aden, en logisk och geometrisk f�ardighet, samt attidenti�era och utf�ora n�agra standardsubstitutioner.Generaliserade integraler tillf�or komplikationen att v�alja omr�aden som passsar bra att r�akna p�a. Det�ar viktigt att f�orst�a behovet av s�arskilda konvergensbevis om integranden v�axlar tecken. Analogin medmotsvarande unders�okningar i en variabel ska f�orst�as.Di�erentialkalkylen �ar klassiskt knuten till standarduppgifter som att maximera riktningsderivator, un-ders�oka extrempunkters karakt�ar, best�amma st�orsta v�arde �over begr�ansade och obegr�ansade omr�aden, opti-mera under bivillkor. H�ar tonas de tekniska och logiska komplikationerna ned till gagn f�or den geometriskaf�orst�aelsen. Allra mest aktualiseras denna i implicita funktionssatsen, om l�osbarhet hos oline�ara system. Det�ar v�asentligt att f�orst�a dess roll f�or bivillkorsproblem.Det �ar ocks�a viktigt att ha en intuitiv uppfattning om vad Lagranges kriterium f�or dessa inneb�ar.Teknikaliteterna undertrycks eftersom fungerande numeriska algoritmer bygger p�a helt andra metoder.Det �ar viktigt att di�erentialkalklylen l�ars p�a ett s�att som f�orst�arker line�ar algebra. Den senare �ar intetill fullo f�orst�add f�orr�an dikotomin line�ar-oline�ar �ar det.VARF�OR?Ovanst�aende utredningar antyder hur olika moment motiverar och betingar varandra. Det �nns intelika entydiga huvudresultat som i envariabeln (huvudsatsen) eller line�ar algebra (egenv�ardesteori, minsta-kvadrat); i geng�ald kan kursen i alla dess stadier anknytas till till�ampningar. Di�erentialkalkylen motiverasav oline�ara fenomen och deras linearisering inom ex.vis robotteknik, mekanik, reglerteknik och neuronn�at.Dess begrepp kommer ocks�a in i gradients�okningar och newtonf�orfaranden f�or att minimera uttryck ellerl�osa oline�ara ekvationssystem.Integraler kan ofta betraktas och motiveras som summor och medelv�arden, vilket aktualiserar en an-nan dikotomi: diskret-kontonuerligt, viktig i all modellering. Till�ampningar �nns inom t ex mekanik ochsannolikhetsl�ara.Peter Hackman 5


