Matematisk malsattning. Bidrag till en kurs
Varfor malbeskrivningar?

Det finns inget allomfattande svar pa rubrikens fraga. Svaret beror pa anvandaren och mediet. Dessa
hanger ihop.

Studiehandboken talar om “innehall” och “mal”. Granserna ar inte helt skarpa. Tnnehallet ar i regel
en upprakning av begrepp, delomraden och resultat, kanske en sammanstallning av textbockernas kapitel-
rubriker. Malen kan vara mer allmant hallna. T kursen TATA18, Linear Algebra Y, ar malet detta: “att ge en
sammanhallen begreppsram for geometrisk och algebraisk teknik med tillampningar inom ... (upprakning)”.

Det ar min egen formulering sa jag maste gilla den. Det framgar vad kursen inte ar; den ar inte en 1os
samling forfaranden, formler och algoritmer. Den ar sammanhallen. Begreppen 1 sig sjalva ar viktiga; vad
de ar, var de upptrader och hur de ser ut nar de anvands. De haller ithop tekniken. De forvandlar manga
fakta till fa principer.

Den senare upprakningen av innehallet ar ytterst ytlig, endast ett fatal nyckelord. Det star senare vad
litteraturen heter. Det ar dar detaljerna ska finnas. Sammanfattningar och forord ger ytterligare vinkar om
bokens, darmed ocksa kursens filosofi.

Annorlunda blir det pa kurser utan officiell litteratur. Men i sadana kurser far man nog ocksa rakna
med standigt foranderligt, delvis differentierat, innehall. Det ror sig i allmanhet om kurser med fa deltagare,
t ex min egen 1 Abstrakt Algebra.

Med tanke pa studiehandbokens omfang kan inte malbeskrivningarna goras utforligare an sa. Man far
nog se studiehandboken som en mycket oversiktlig presentation av kursutbudet. Beskrivningarna maste alltid
kompletteras alltefter anvandare. T en studiehandbok ar det viktigare att ange forkunskaper och pabyggnad.
Det slarvas med det forra.

Saledes behovs en mer utforlig malanalys infor kursens bestédllare, namnden. Detta galler speciellt
nyinrattade kurser. Det kan ocksa galla kurser 1 kris eller forvandling. Det kan ocksa behovas gentemot
avnamare. De senare har oftast en mycket oklar, rapsodisk och nyckfull uppfattning om tidigare kursers
innehall.

Ofta hanger de upp sig for mycket pa detaljer och ord. Kanner studenten inte igen det ordet, den
detaljen, kan de ingenting.

“Varfor har ni inte riktningscosiner” brukade mekanikforelasare undra om linear algebra. Vi hade dem,
men inte ordet; manga formler forenklas nar man normerar ingaende vektorer. Normeringen visar sig vara
det vasentliga. Tdén, inte namnet.

T min grupp diskuterade vi en kursplan for en fysikkurs pa T-linjen. Jag ansag att beskrivningen av
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innehall och mal var giltig pa det viset att den ledde till klara, kritiska, fragor. Tnnehallet var stort och
spande over flera omraden av fysiken. Samtidigt formulerades allmanna mal, t ex forstaelsen av samspelet
mellan experiment och teori, samt analys av felkallor.

Den kritiska fragan ar om dessa mal - det kvantitativa och det kvalitativa - forstarker varandra eller
kolliderar. Fragan géller malbeskrivningens trovardighet, t ex infor studenter.

Man kanske maste se en mangfald fysikaliska begrepp for att se de sammanhallande principerna - eljes
finns inget att halla samman! Eller kanske detaljrikedomen tvartom skymmer principerna.

Skulle en djupare kurs 1 en av de tre specialiteterna forstarka de allmanna kvaliteterna? Jag staller
fragorna darfor att jag inte vet svaren. Kursinformationen pa natet varken staller eller besvarar fragorna.
Namnden borde ha stallt dem. Hade det handlat om en matematikkurs hade jag inte tvekat om svaret.

Sadana diskussioner ar viktiga, inte minst infor studenterna. Malbeskrivningen ges lampligen av kursin-
formationen, 1 kursprogram, och lopande under kursens gang. Det uppnadda relateras till fortsattningen.
Delmal kan vara en forutsattning for att ens formulera slutmalen. Sjalv har jag kursdagbhok pa natet i mina
tre kurser.

Infor kursen kan man inte gora mycket mer an att beskriva dess innehall i ratt ytliga termer. Ofta far
man vanta en bit in. Att ens antyda de abstrakta begreppen, deras innebord och syfte, 1 ex.vis linear algebra
ar omojligt innan man kan exemplifera dem. Det kan man tidigast efter en tredjedel av kursen.

Malbeskrivningen infor studenter - tydligen en fortlopande process under hela kursen - blir giltig om
den ses som losning pa erkanda problem.

Vi kan rakna med att flertalet studenter har en deformerad kunskapssyn i matematik. De ar vana
att varje situation ar forberedd for 15 minuter sedan. Flertalet har lost typupuppgifter, vilket ar uppgifter
med standardiserad formulering och losningsgang. Helt felaktiga 1osningar kan beror pa att man forknippar
formuleringen med en annan uppgift.

Pa ett. Ume-prov ska studenter avlasa funktionens nollstallen ur en graf. Manga anger derivatans
nollstallen. De associerar vanemaéssigt en graf till en sadan undersokning, extrempunkter och storsta varde.
En malbeskrivning, och dartill horande hallning, maste alltsa klargora behovet av beredskap infor oforberedda
situationer.

Det ar alltsa viktigt att klargora vad som doljer sig bakom en rubrik, t ex “differentialekvationer”.
Studenter tror ofta att det bara handlar om losningsmetoder, vilka Anda besegras av varje realistiskt problem.

Jag diskuterade en gang en differentialekvation i en kurs i transformteori. Studenterna hade lost den
med fouriertransformer. Jag ville anknyta till tidigare metoder, for att klargora vad en losning ar, egentligen.
Det handlade om att klistra thop losningar och att anpassa till krav 1 oandligheten. Jag stallde upp den ena
delekvationen och fragade: “hur kommer losningen att se ut?”. Svaret blev “forskjutningsregeln”, metoden,
losningsgangen.

Men jag fragade efter losningens struktur. Troligen ar losandet av ekvationer nodvandigt for fortrogenhet
och overblick av strukturen, men uppenbarligen inte tillrackligt. Man maste utvardera svar och 16sning,
kontrollera, anknyta till forutsattningar. Detta maste synas atminstone i den implicita malbeskrivning som
ges av kursprogram, évningsmaterial, lektionsledarens upptradande (uppféljande, inte inledande), osv. men
ocksa formuleras explicit. Jag tror bagge behovs.



Kritik av Bloom

Nar vi diskuterade fysikkursen TFFY24 markte vi hur svart det var att inordna momenten under de
6 rubrikerna 1 Blooms taxonomi. Det hade onekligen hjalpt om vi vetat mer om kursens praktik, dess
litteratur, ovningar och laborationer. Men vi kom ocksa fram till att det var for petigt. En del distinktioner
ar orimliga - de tar isar det odelbara - eller for luddiga.

Ta defintioner. Vad innebar det. att kunna en defintion om man inte forstar den, dvs. kan avgora om
enskilda exempel motsvarar definitionen?

Samtidigt ar det omvant ofta maojligt att forsta ett begrepp utan att kunna aterge en definition. Den som
kan rdkna ut en 4/4-determinant med 20 nollor kan definitionen battre 4n den som kan rabbla den. Man kan
anses ha en ratt god uppfattning om gransvarden aven om man inte beharskar epsilon-delta-formalismen.
Det finns ersattningar, t ex att dela upp i “nollgaende” och begransad faktor. Men det ar ocksa fullt mojligt
att berakna mycket krangliga gransvarden utan att ha en aning om inneborden.

Forstar man konvergens av serier om man kan aterge definitionerna, tillampa kritererierna, men inte
har nagon uppfattning om resttermen? Vad innebar det att den harmoniska serien divergerar? Raknedosan
producerar, naivt anvand, inte pa rimlig tid nagon 6vervaldigande partialsumma.

Vet man vad Leibniz’ kriterium handlar om, om man anvander dess falska omvandning, eller tror att
“ungefar monoton” riacker eller tror att man kan tillampa jamforelsekriterier (olikhet och kvot)?

Ju fler sadana fragor jag staller - t ex nar jag rattar tentor - desto svarare far jag att ta isar kunskapen
i alla dessa nivaer. Vad blir kvar?

Flera av de alternativ som beskrevs ar forgrovningar av Bloom. De sex nivaerna sorteras i tva eller tre
grupper. Det visade sig, t ex vid genomgangen av fysikkursen, att man kommer langt med att sla samman
1-3 till en grupp, 4-6 till en annan. Grovt sett handlar den forsta gruppen om “vad”, vilka “moment”,
dvs. begrepp, resultat, algoritmer, etc. som ska inga. 4-6 handlar om vad man ska kunna gora med dem.
Kvantitet och kvalitet. Kvaliteten ar det man minns nar man glomt detaljerna.

Men nar jag gor mina malanalyser ar det en tredje fraga som tranger sig pa, namligen “varfor”. Den
verkar inte tackas alls av de har nivaerna. Anda ar det alltid dar jag borjar.

Jag beskriver namligen kurser, explicit och implicit, genom att ange mal och vagar till mal. T en
matematikkurs ar det viktigt att forsta vad man gor med sikte pa modellering i tillampningar och vad man
gor for att forbereda dessa verktyg. Man kan naturligtvis inte dela fullt sa kategoriskt. T ex den konkreta
vektorrakningen i linear algebra har tva syften: dels anvands den i mekaniken, dels levererar den en askadlig
modell for de kommande abstraktionerna. Minsta-kvadrat-problemet generaliserar projektion i plan, eller
avstand mellan skeva linjer, t ex.

Redan denna insikt, om det enskilda momentets roll 1 helheten, ar tillrackligt for att bomba halva
den “klassiska” (dvs. gamla) uppgiftsrepertoiren och inspirera nya, oftast ytterst enkla och fundamentala,
uppgifter.

En vidare analys sager att de utatriktade malen i matematikkurser utgor kanske 20 procent, men
motiverar de aterstaende 8(0. Utomstaende ser inte uppbyggnaden och tror ofta att matematik kan laras pa
kort tid och i vilken omgivning som helst. En del kortsynta beslut har baserats pa denna perspektivloshet.
Verkligheten slar tillbaka. T regel ar studenterna de forsta som protesterar. Aterigen aktualiseras behovet
av fungerande analysverktyg.



Askadningsexempel: FLERVARIABELANALYS.

Som exempel har jag valt Analys B som ar den enda obligatoriska kurs jag forelaser. Den gar i D2, men
har samma kurskod och examination som Y I, M. Det ar en kurs jag skulle vilja andra ratt kraftigt, men
samlasningen omojliggor detta.

Jag tanker beskriva kursen som jag vill att den ska se ut. Det innebar ocksa vissa forandringar av
kursinnehallet, med tanke pa skillnader mellan programmen. M och Y laser Vektoranalys. 1 gor det inte,
men laser anda senare Mekanik och Elektromagnetism. Dessa kurser, som har gigantisk forelasningsvolym
(och alltsa ar for stora for podngen), skulle tjana pa att vissa matematiska inslag forbereddes. Jag forutsatter
darfor i min analys att det ingar en del om linjeintegraler. Sadana forskjutningar eller omstruktureringar av
innehallet ar rimliga resultat av en mer ingaende analys, och darfor annu ett motiv.

Nu innehaller Analys B utover flervariabeln en del envariabelanalys, namligen serier. Att detta inte
ingar i Analys A beror pa att denna kurs ar stor nog anda. Dessutom kraver serieavsnittet mer mognad.
Det ar latt att motivera och strukturera, men jag avstar. Jag inskranker mig alltsa till flervariabelinslaget,
for att fa en lite mer koncentrerad och enhetlig framstallning.

Jag beskriver kursens mal genom att besvara fragorna “vad?”, “hur?” och “varfor?”. Publiken ar
teknologer och undervisare i pafoljande kurser. Jag anvander ett beskrivande och resonerande sprak. Jag
storknar at de vanliga rappa upprakningarna dar alla ord ar precis lika viktiga.

VAD?

Flervariabelanalys handlar om funktioner av flera variabler, eller av en vektor. Kursen behandlar mest
tva och tre variabler, dvs. funktionerna beror av punkter eller vektorer 1 rymden eller planet.

Analysen sonderfaller precis som envariabeln 1 differentialkalkyl och integralkalkyl. Precis som i envari-
abeln mots dessa. Det finns en motsvarighet till Analysens Huvudsats som ju jamfor funktionsvarden, 1
andpunkterna av ett intervall, med integralen av en derivata.

Greens formel jamfor en integral 6ver att plant omrade, en dubbelintegral, med en annan integral, en
linjeintegral over dess randkurva.

Den andra motespunkten ar en formel for variabelbyte.

Om enkelintegraler kan uppfattas som areor under kurvor sa ar dubbelintegraler volymer under ytor.
Deras berakning kan ofta aterforas pa enkelintegraler.

Linjeintegraler har inte lika enkla tolkningar (utom i fysiken); har dr intervallet utbytt mot en kurva. For
dem finns ocksa en huvudsats, som jamfor integralen (ibland) med varden i dndpunkterna av en potential.

Vi behandlar dven integraler i hogre dimension, trippelintegraler (for funktioner av tre variabler).

Differentialkalkylen handlar om forenklande approximationer. T en variabel approximerar man funktion-
stillskott med en konstant, derivatan, ganger ett variabeltillskott; funktionskurvan byts mot en linje. Detta
ar den enklaste formen av linearitet, proportionalitet.

For funktioner av flera variabler ersatts det enda talet av en vektor, gradienten, och multiplikationen
av en skalarprodukt. For avbildningar, dvs. vektorvarda funktioner, ersatts det enda talet av en linear
avbildning, en matrismultiplikation. Derivator ar alltsa vektorer och linedra avbildningar.
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T den tidigare namnda variabelbytesformeln ersatts en transformerande funktion av en transformerande
avbildning. Derivatan i envariabelfallet ersatts av determinanten av den nyss namnda matrisen.

Precis som enkelintegraler kan multipelintegraler vara generaliserade, t ex genom att omradet ar o-
begransat. Det nya ar att begreppet betingad konvergens inte existerar. Man integrerar over vaxande
begriansade omraden och gar i limes. Gransvardet kan, om integranden vaxlar tecken, bero pa hur omradena
valjs.

Taylors formel har en motsvarighet i flera variabler. T envariabeln ar ocksa detta ett moment dar
integralkalkyl och differentialkalkyl mots. Satsen hor till differentialkalkylen, beviset anvander itegraler.
Flervariabelsatsen aterfors pa envariabelfallet, sa det motet ar redan avklarat.

HUR?

Integraler uppmarksammas huvudsakligen genom berakningar. Det mekaniska raknandet ar nedtonat;
det viktiga ar att kunna identifiera och beskriva omraden, en logisk och geometrisk fardighet, samt att
identifiera och utfora nagra standardsubstitutioner.

Generaliserade integraler tillfor komplikationen att valja omraden som passsar bra att rakna pa. Det
ar viktigt att forsta behovet av sarskilda konvergensbevis om integranden vaxlar tecken. Analogin med
motsvarande undersokningar i en variabel ska forstas.

Differentialkalkylen ar klassiskt knuten till standarduppgifter som att maximera riktningsderivator, un-
dersoka extrempunkters karaktar, bestamma storsta varde over begransade och obegransade omraden, opti-
mera under bivillkor. Har tonas de tekniska och logiska komplikationerna ned till gagn for den geometriska
forstaelsen. Allra mest aktualiseras denna 1 implicita funktionssatsen, om losbarhet, hos olineara system. Det,
ar vasentligt att forsta dess roll for bivillkorsproblem.

Det ar ocksa viktigt att ha en intuitiv uppfattning om vad Tagranges kriterium for dessa innebar.
Teknikaliteterna undertrycks eftersom fungerande numeriska algoritmer bygger pa helt andra metoder.

Det ar viktigt att differentialkalklylen lars pa ett satt som forstarker linear algebra. Den senare ar inte
till fullo forstadd forran dikotomin linedr-olinear ar det.

VARFOR?

Ovanstaende utredningar antyder hur olika moment motiverar och betingar varandra. Det finns inte
lika entydiga huvudresultat som i envariabeln (huvudsatsen) eller linedr algebra (egenvirdesteori, minsta-
kvadrat); i gengild kan kursen i alla dess stadier anknytas till tillampningar. Differentialkalkylen motiveras
av olineara fenomen och deras linearisering inom ex.vis robotteknik, mekanik, reglerteknik och neuronnat.
Dess begrepp kommer ocksa in i gradientsokningar och newtonforfaranden for att minimera uttryck eller
losa olineara ekvationssystem.

Integraler kan ofta betraktas och motiveras som summor och medelvarden, vilket aktualiserar en an-
nan dikotomi: diskret-kontonuerligt, viktig i all modellering. Tillampningar finns inom t ex mekanik och
sannolikhetslara.
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