I Minkowskis gitterpunktssats

Minkowskis sats klarar av en mangd problem inom den algebraiska talteorin och
teorin for diofantiska ekvationer. Den kan ses som en “kontinuerlig”, eller geomet-
risk, variant, av Dirichlets ladprincip.

Vi visar satsen endast i tvd dimensioner. Har man forstatt idén i detta fall &r det
inte svart att generalisera till hogre dimension.

Vi visar den forst for ett ON-gitter. Det &r ingen allvarlig inskrénkning; det
allménna fallet aterfores latt pa detta genom en linedr avbildning. Det vdsentliga
ar da att linedra avbildningar foréndrar alla arear i samma skala.

Vi borjar med att moblera scenen. Vi dr i planet. Koordinater hénfor sig till ett
ON-system. Punkter med heltalskoordinater kallar vi gitterpunkter.

Utéver detta gitter betraktar vi ocksa det grovre gittret bestaende av punkter med
jdmna koordinater. Utgaende fran detta definierar vi en disjunkt Gvertdckning av
planet, bestaende av “halvéppna” kvadrater. Nérmast origo har vi fundamental-
omrédet, kvadraten med horn i punkterna (0, 0), (0, 2), (2,0), (2,2). I denna kvadrat
raknar vi in den undre och den vénstra kanten, ddremot inte de bada 6vriga. Genom
att forskjuta fundamentalomradet i riktningarna (2m, 2n), dir m, n dr heltal, skapar
vi nya kvadrater, som tillsammans técker hela planet, och inte har gemensamma
punkter.

Nu betraktar vi ett omrade €2 med lite speciella egenskaper. Det ska vara begrinsat
och ha en bestdmd area. I de flesta tillimpningar &r omradet en parallellogram, en
cirkel eller en ellips (en lineér bild av en cirkel) vilkas areor &r viilkinda och inte
alltfor svara att motivera.

Det ska vidare vara konvext. Det betyder att for vilka tva punkter som helst ska
dven den férbindande strackan ligga helt i omradet. Intuitionen &r att omradets
rand inte ska “bukta inat” ndgonstans. De redan ndmnda omradena &r konvexa, en
triangel ar konvex, en stjdrna &r det inte.

Speciellt kommer vi att utnyttja att om tva punkter (z1,y1), och (z2,y2) tillhor

sa gbr punkten mitt emellan dem,

($1+I2 y1+y2)
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det ocksa.

Vi kréver, betraffande form och lage, dven att omradet dr centralsymmetriskt kring
origo. Dvs. for varje punkt (zo,yo) € 2 sa géller att &ven dess spegelbild i origo,
(—zo, —yo), tillhor Q.

Detta géller t ex om cirklar eller ellipser med medelpunkt i origo. Det géller ocksa
for parallellogrammer med medelpunkten (diagonalernas skirningspunkt) i origo.
En sadan parallellogram beskrivs av olikheterna —m < az + by < m; —n <
cx +dy < n. Eller ostringa olikheter om dven konturen ska inga. (H&r maste vi ha
ad — be # 0).
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En triangel kan, hur den an ligger, aldrig vara centralsymmetrisk kring origo.

Nu kan vi formulera satsen.

J.1 Sats. Anta att arean av () ar stérre dn 4 areaenheter. D& géller att €)
innehéller minst en gitterpunkt utéver (0,0)

Bevis: Vi relaterar € till det “grova’” gittret, det med jdmna koordinater. Till detta
horde en 6vertdckning av planet med kvadrater av area 4. § traffar &ndligt manga
av dessa. Detta ger oss en uppdelning av 2 i ett antal disjunkta delomraden.
Vi translaterar alla dessa delomraden sa att de hamnar i fundamentalomradet,
kvadraten med horn i (0,0), (2,0), (0,2), (2,2).

Translationsvektorerna har genomgaende jamna koordinater.

T ex om en bit av 2 traffar kvadraten med hérni (-2, —4), (-2, —2), (0, —4), (0, —2)
s ska denna bit translateras utmed vektorn (2,4), dvs. denna vektor ska adderas
till delomradets ortsvektorer.

Eftersom delarnas totala area &dr storre dn 4, dvs. stérre 4n fundamentaloméardets
area, s kommer dtminstone tva av de translaterade delomraden att tréaffa varandra.
Det betyder att tva olika punkter i Q, (z1,y1) och (z2,y2) translaterats till samma
punkt i fundamentalomradet. Deras koordinater skiljer sig alltsd med jamna heltal,

(z1,91) — (z2,92) = (2m, 2n)

dar m,n ej bada ar lika med noll.

Nu ér dven (—z2, —y2) en punkt i  (centralsymmetri). Av konvexiteten f6ljer, som
ovan papekats, ocksa att punkten mitt emellan

(z1,91) och (—x2, —y2)

alltsa,

tillhor Q.
Och ddrmed har vi hittat den pastadda gitterpunkten. 1

Detta &r den version vi behover for att faststéilla existensen av 16sningar till Pells
ekvation. Nu diskuterar vi generaliseringen, fortfarande i planet.

Vi arbetade med ett gitter bestaende av heltalspunkter, dvs. alla heltaliga line-
arkombinationer av ortsvektorerna (1,0), (0,1). Den parallellogram som spénns
upp av dessa tva, gittrets fundamentalomrade, dr en kvadrat med area 1.

Vi ténker oss allménnare tva lineért oberoende vektorer vi = (a1,b1), va =
(ag,b2) och gittret bestdende av deras heltaliga linedrkombinationer. Fundamen-
talomradets area betecknar vi med V. Fran den elementéra linedra algebran vet du
att V = |a1ba — a2by|, beloppet av en determinant.

Q #r som forut, konvext och centralsymmetriskt, med area pu(Q). Da géller, med
néstan ingen férdndring av beviset:
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.2 Sats. Anta att u(Q) > 4V D4 innehaller Q) en gitterpunkt mq vy +move dir
my,mg ar heltal, ej bada lika med noll. 1

Man kan generalisera till hégre dimension, ocksa. S&g att dimensionen ar d. Vi
betraktar alla heltaliga linedrkombinationer av d stycken linedr oberoende vektorer.
Man kan definiera fundamentalvolymen V som en d/d-determinant. Omradet
ska fortfarande vara konvext och centralsymmetriskt; definitionerna &r omedelbara.

Sa forutsitter vi att vi kan definiera en volym p(€2) som unikt skiljande tal mellan
“inre” och “yttre” summor; summor av volymer av hyperkuber som ligger helt i
omradet, resp. helt och hallet tdcker detsamma. Da géller Minkowskis gitter-

punktsats under forutsittningen u(Q) > 2. V.

1.3 Exempel: Vi visar Fermats sats, att varje primtal p =1 (mod 4) kan skrivas
p = 22 + 9% dir o,y ir heltal.

Medels teorin for primitiva rotter visas 14tt (text och/eller foreldsning) att —1 &r
kvadratisk rest modulo p, dvs. det finns heltal a,n sddana att

a?+1=np

Vi betraktar nu det gitter som bestdms av linjerna y = ax +rp; x = s darr, s ar
heltal. Sjélva gittret bestar av linjernas skiarningspunkter.

Fundamentalomradet far vi genom att betrakta de fyra linjerna y = ax + 0, ax +
p z = 0,1 vilket ger oss hornen (0,0),(1,a), (0,p), (1,a + p) (rital). Hir ser vi
direkt att vi har en parallellogram med bas p utmed y—axeln, och héjden 1. Sa
fundamentalomradets area V = p.

Nu betraktar vi cirkeln z? + y2 = R? dir R? &r lite mindre #n 2p. Dess area #r
alltsa mR2, som vi kan forutsitta storre dn 6p > 4p = 4V,

Minkowskis sats ger oss nu en gitterpunkt (s, as + rp) med s + (as + rp)? < 2p.
Vi har 52 + (as + rp)? = s%(1 + a?) = ns?p en nollskild positiv multipel av p. Pa
grund av den just faststéllda olikheten maste denna multipel vara lika med p sjélv.
1

Jamfor giarna detta bevis med det som erhalles medels Thues lemma, ex. 14, p.504,
i Rosens bok.

1.4 Exempel: Vi studerar hiir Pells ekvation 22 — Dy? = 1 dir D &r positivt och
inte nédgon jamn kvadrat.

Den triviala I6sningen &r x = +1,y = 0. Vi ska visa att det finns andra l6sningar.

Ett viktigt steg &r att visa att det finns ett k sidant att ekvationen 22 — Dy? =k
har oéndligt manga 16sningar.

Betrakta forst omradet

|l —VDy| <1; |z+VDy|<1
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Rita figur!

Det dr en parallellogram, rentav en romb. Dess horn far vi genom att skéra linjerna
z—+/D =41, x++/D = +1 parvis. Vi erhaller (+1,0), (0,%1/v/D). Romben
kan naturligt delas i tva trianglar och vi kan latt avlédsa basen 2 i bagge, och hojden

1/v/D. Sa arean #r 2/v/D.

Nu betraktar vi omradet
|t —vVDy| <a; |z +VDyl <b; a,b>0

Detta uppstar ur det gamla omradet genom skalning faktorn a pa en ledd, faktorn

b pa en annan. Sa dess area dr 2ab/ VD. Det ar konvext och centralsymmetriskt
kring origo.

Viljer vi nu ab lika med konstanten 2v/D + 1 s& #r arean >4. Omradet innehaller
alltsa en gitterpunt skild fran origo. Genom att 1at a gd mot odndligheten och b mot
noll; s& att produkten forblir konstant kan vi hitta odndligt manga gitterpunkter
(z,y) sddana att

|z —VDy| <a; |z+VDyl <b; a,b>0; |22 — Dy?| <ab=2VD +1

Begrénsningen innebér att odndligt manga punkter ger upphov till dndligt manga
virden pa x? — dy? D& maste det gilla att nigot viirde k antages o#indligt manga
ganger.

Vi kan dérfor hitta ett k och tva punkter (z1,v1), (x2,y2) sddana att

x; — Dy} =k
och samtidigt
r1 =22 (mod k); y1=y2 (mod k); |z1] # [@2], [y1] # Y2
Nu bildar vi
+ D
20 4 yoy/D = LT wvD
xro + yz\/ﬁ

dar xg, yo ar rationella.

For dess konjugat géller

Och for produkten har vi
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Allt &r klart om vi kan visa att g, yo ar heltal, (xo,y0) # (£1,0).

Konjugatforlangning ger

T+ y1\/5 _ (1 + yl\/ﬁ)(@ - yz\/ﬁ)
To + yz\/ﬁ (2 + yz\/ﬁ)(@ - yz\/ﬁ)

2o+ yoVD =

P g a av de forutsatta kongruenserna visar vi latt att koefficienterna i téljaren,
x1T2 — Dy1ys och —x1ys + w2y, r delbara med k.

Vidare &r ndmnaren lika med k, sa xq, yo ar heltal. Vi kan inte ha g = £1,yo = 0,
ty da vore 1 + ylx/ﬁ = +x5 + ygx/ﬁ, x1 £ 2, y1 = tyo vilket vi uteslutit.



