Om pastadda och verkliga reformbehov

(Olle Haggstrom recenserade Claes Johnsons mfl. bok “Dreams of Calculus” i Svenska matematikersam-
fundets Utskick varen 2004. Johnson &r professor i berakningsmatematik med kontroversiella synpunkter
pa undervisningen i grundldggande matematik. Ett upprért genmaéle publiceras i oktober 04 och finns pa
professor Johnsons website).

Claes Johnsons langa replik pa Olle Haggstroms anmélan forstarker tyvérr fokuseringen pa Johnsons
egen person, och pa Chalmers interna problem. Det &r att géra bade sig sjilv och saken en otjanst. Sadant
uppmuntrar ocksa det defensiva fasthallandet vid slentrian och eftergifter inom den “traditionella” matem-
atikundervisningen.

Johnson och hans medarbetare bor tas pa allvar. De inte bara predikar, de har ocksa bundit sig for
en konkret hallning genom sina (hittills) tre bocker, och tillhérande mjukvara, Body and Soul. De har
skrivit bocker om ett &mne istéllet for en kurs (mycket ovanligt i Sverige!) och gréver i alla dndar av (den
“kontinuerliga”) matematiken, dnda ned till talsystemens grunder. Det &r ju inte riktigt sant att “de vill
gora FEM av allting” som det ibland har hetat.

Jag hade ett tag funderingar pa att recensera bockerna mer ingaende men fann materialet - ar det 1000
sidor? - vildigt svaréverskadligt. Det &r ett pedagogiskt problem och ett lika stort pedagogiskt problem
ar forstas Johnsons sitt att framfora sitt budskap. Jag hade en kort brevvéxling med honom for ett antal
ar sedan och undrade, att nu nar jag vet vad du vill ha in, vad exakt ar det da som ska ut? Svaret var,
istortsett, att allt viktigt fanns med med, inget behdvde offras. Sadan tvarsidkerhet overtygar inte mig.

Skalet till den kontakten var att jag sjalv ser ett stort reformbehov. Datorernas och datorprogrammens
snabba utveckling &r en del av orsaken, men inte pa det sétt som manga tror. Datorer &r inget laromedel,
vilket for 6vrigt manga tillimpare ocksa betonar. De avlastar inte fran eget handriknande och ritande men
klargor dntligen dess ratta roll: fortrogenhet, inte fardighet.

Men da krévs en kraftig rensning i den géngse problemfloran, med dess onaturligt hopskruvade “ty-
puppgifter”, t ex nédr ar sin3xz = cos(bx + w/3) (rdtt svar: aldrig), tredimensionell koordinatrikning pa
formler som foérvandlar en enda princip till sju isolerade fakta, raknedigra integraler, ekvationssystem med
parametrar och matrisekvationer av en typ som man aldrig stéter pa i verkligheten och for vilka det inte
finns nagon teori.

Min fysikkollega Lars Engstrom séger ofta att “det d&r med begreppen man begriper” och da ska man
forstas ha begripit begreppen. Det ar illa med den saken, till stor del beroende pa studenternas vanor och
féorvantningar. Men hur mots dessa? Och har undervisarna den tid, de resurser och det st6d som behdvs?

Varfor glommer sa manga studenter vad egenvéirden ar nir de “kan” (den praktiskt ointressanta) seku-

larekvationen? Hur manga har egentligen forstatt vad lagrangeproblem ar nér en obetydlig forkjutning av
uppgiftslydelsen far 90 procent att utndmna den ena av tva bivillkorsfunktioner till malfunktion?

Detta handlar om mycket svara, men klassiska och mycket allménna, didaktiska problem pa moment
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som vi tar for givna i kursplanerna. Det mah&nda paradoxala och vemodiga &r att massfenomen som dessa
inte ar atkomliga genom massundervisning.

Problemet ar att fa studenter att forsta att matematik bestar av satser, vilka uttalar sig om begrepp,
vilka har definitioner och som ar giltiga under vissa forutsattningar, samt att utsagorna har med nagot slags
verklighet och askadning att gora.

Och detta utan att de klagar att “nivan &r for hog”!

Annu ett av mina favoritexempel fir implicita funktionssatsen, i lag dimension en mycket konkret sats,
som traffar sjilva den geometriska nerven i differentialkalkylen. 95 procent av studenterna missar trots
figurer och exempel att satsen ar lokal och - mycket, mycket vérre - de missar dven forutsattningen att
nagon losningspunkt fran borjan ska vara kind.

Det beror inte pa hur denna sats undervisas, utan pa hur matematik undervisas. Och, darmed, hur
studenter ar vana att lara sig. Vanan tycks vara att harma lararens armrorelser under den ordergivning som
foregar deras eget 6vande. Losningarna ska satisfiera en 16sningsgang, inte sjalva problemet.

Det didaktiska problemet forvérras av att undervisare uppmuntras att ta den lattaste vagen genom
uppgiften. Jag skrev en gang egna 6vningssamlingar med ambitionen att med forsiktigt motstand lotsa
studenter genom, inte forbi, svarigheterna med nya téankesétt: de skulle 6va till, inte bara pa resultaten, sa
att det induktiva foregick det deduktiva. Jag fick skrota materialet darfor att idén stred mot bade lararnas
och studenternas vanor. Ny var den dock inte. Den finns t ex exemplifierad i Severin Johanssons bok
“Matematiken i Finlands skola” fran 20-talet.

Emellanat forundras jag 6ver hur mycket som finns kvar av ett innehall som jag fann féraldrat redan
under min studietid for 40 ar sedan! Transformationer av andra ordningens differentialuttryck, t ex, kanske
det sdkraste sittet att forstora all kénsla for kedjeregeln. De exakta metodernas 6verhdghet har ocksa lett
till en flora av noga tillrattalagda uppgifter, t ex uppsparandet av stationdra punkter, vilka blir ointressanta
i samma 6gonblick som de blir problem.

De senaste arens huvudvéark har for mig varit kvalitativa undersékningar av serier, dér termerna ofta
ser ut som

an = 1) = (=)

med lampligt matt av kancellation i taylorutvecklingen. Studenterna vet oftast inte vad fragan géller och
man kan undra om de ges chansen.

Kriterierna citeras pa mafa. Det nodvandiga villkoret, att termerna gar mot noll, ar tillrackligt om
det ar nodvandigt for att fa ut uppgiften. Nar jamforelsen med en “katalogserie” (med termen 1/n®), med
alldeles korrekt dominant, rakar ga at fel hall (det ar déarfor man studerar kvoten a,/b,) kan studenten
tillgripa det grovre rot- eller kvotkriteriet; gransvardet blir ett vilket plotsligt visar konvergens.

Distinktionen mellan polynomiellt och exponentiellt beteende gar alltsa inte hem - och jag kan inte saga
att det betonas i gingse texter.

Hér handlar det, tror jag, om uppgiftsloran. Uppskattningar av resttermen, att serien faktiskt kon-
vergerar mot nagot, och si eller sa fort, behandlas som &verkurs, fast det borde vara huvudsaken och mer
konkret for studenterna. Moment som inte kan foras till sina naturliga mal borde utga helt. Vad &r det for
mening med att studera potensserier om man bara “lar sig” bestdmma konvergensomradet, inklusive den (i
det reella fallet) totalt ointressanta randen?



Alla “vet” att serien 1/n(Inn)? (en typisk textboksserie) konvergerar. Hur manga termer ska tas med
for att ge summan med en korrekt decimal? Stéller man den fragan kanske en del studenter borjar fundera
pa vad man ska gora istdllet. Kanske de borjar fundera 6ver meningen med konvergensundersokningar
overhuvudtaget.

Otillfredsstéllsen med min egen utbildning ar vil det som under 34 ar vid LiTH fatt mig att ifragaséitta
mycket av det traditionella innehallet. Jag har vant mig att sitta likhetstecken mellan “nyttig logisk tréning”
och “slentrian”. Nar jag blev examinator for Y-linjens linedra algebra 1978 bestdmde jag att matrisrakning
och tredimensionell vektorrikning inte skulle ges nagot sjilvstindigt examinationsviarde utan endast betrak-
tas som stadier pa viagen mot malen. Déar forsvann horder av meningslosa uppgifter (men inte alla, och jag
star inte for allt som kom istéllet!)

Senare bestamde jag ocksa att tva eller tre uppgifter (av 7-8) pa tentan skulle handla om egenvektorer
och att icke en enda poédng skulle ges for sjdlva berikningen av dessa! De skulle anvindas till nagot. Hur
vanlig ar den attityden?

II.

Aven i Link6ping har numeriker velat koppla greppet om den grundliggande matematiken. En framstot
gjordes 1982, betraffande linedra algebran - detta var i Matlabs barndom. Typiskt var att det som inte
intresserade numerikerna sjalva skulle stympas och att teorin i 6vrigt, pa bracklig grund, skulle drivas
mycket langt, forvisso mot mycket intressanta &mnen som SVD, bruket av isometrier vid 16sning av minsta-
kvadratproblem, samt det duala minsta-kvadrat-problemet.

Det blev inte sa, men aktionen framtvingade en 6versyn av malen, en process 6ver flera ar. Det avgérande
den gangen var att jag &nnu ivrigare dn tidigare s6kte impulser hos andra, t ex reglertekniker, bildbehandlare,
bildkodare och signalbehandlare. Dessa avndmare har fler hjarnhalvor &n numeriker! De skulle forstas 6nskat
en viss reformering av den numeriska analysen, t ex SVD!

Den bild av matematikbehovet, som jag ddrmed skaffade mig, ar darfor mer nyanserad och mangfacet
terad, rentav splittrad, 4n den som Johnson och hans grupp brukar framfoéra. De flesta talar mer om
modellering och design &n om berékningar.

Annu mer #r det sa med den utredning som LiTH:s davarande dekanus, Mille Millnert, bestillde av
mig ar 2000 och som publicerades pad min hemarea den 21 januari 2001: http://www.mai.liu.se/~ pe-
hac/contact.html 100 personer deltog i undersokningen, dérav ett dussin verksamma inom industrin.

Vad kan da laggas till den brokiga bilden efter studiet av Body and Soul-bockerna? Nar det galler Anal-
ysen &r de sa spriangfyllda med infall och pahitt att jag undrar vad nagon med didaktisk och organisatorisk
talang skulle kunna gora av stoffet. Det skulle krdvas manader av arbete att kritiskt ga igenom det.

Det ar samtidigt flera pedagogiska missar som avslojar att forfattarna inte kan ha sarskilt mycken
erfarenhet av grundutbildning. Det kan t ex gélla detaljer som att inte sétta ut parentesen i en trippel-
skaldrprodukt, (a x b) - c. Det kan gélla storre ting som att diskutera trigonometriska additionslagar utan
hénvisning till en cirkel. Dessa lagar borde knytas till allmanna principer som symmetri och linearitet,
forstas.

Kvantitativa begrepp som “stark differentierbarhet” (med kvadratiskt fel) samt Lipschitz-kontinuitet
betonas kraftigt i Body and Soul. Det senare &r ju &nda néistan alltid det man hérleder vid ett kontinu-
itetsbevis. Det verkar vara en fruktbar och konkret idé &nda tills jag undrar varfér beviset for Analysens
Huvudsats blir sa langt. Med ett mera restriktivt kontinuitetsbegrepp borde det rimligen bli kortare!
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Bitvis framskymtar forestallningen om berdkningsmatematiken som sjilva malet. Vektorrdkning &r fran
forsta borjan komponentrikning, efter amerikanskt monster. Om detta sdger Anders Klarbring, profes-
sor i mekanik vid LiTH: “min personliga uppfattning &r att man i matematiken kanske for snabbt sétter
likhetstecken mellan geometrisk vektor och taltrippel”. For snabbt? Genast!

Typisk ar ocksa stravan att fort komma till det egna - det ar extra vart att observera, ty det géller
néstan alla som har synpunkter pa hur matematik borde bedrivas. Grunderna &r triviala och kan darfor
forceras.

Behandlingen av allmén linedr algebra &ar salunda den mest kompakta och abstrakta jag nagonsin list
(inkusive min kurslitteratur for 40 ar sedan), med en enda figur.

Minsta-kvadrat-problemet tar sats i det abstrakta projektionsbegreppet och dess abstrakta egenskaper
utan forberedelse, en intellektuell rysare. Den som vill kan jamféra med min egen framstéallning i Boken Med
Kossan Pa Kapitel E (boken finns fri pa min hemarea), som utgar fran ortogonal projektion i ett plan.

Alla allménna resultat beskrivs i detta specialfall; vad som aterstar i hogre dimension dr huvudsakligen
ett existensbevis: projektioner och ON-baser finns.

Jag ndmner detta, inte for att framhalla mig sjdlv, utan tvartom darfor att denna talmodigare och
mer konkreta framstéllning av det stora flertalet studenter déoms ut som alldeles for abstrakt, kompakt,
omotiverad, ostrukturerad och daligt illustrerad (5 figurer).

Det &ar sadan konkret erfarenhet som far mig att undra om det inte finns lite av ett glapp mellan
Johnsons ansprak och verkligheten. Jag skulle vialkomna en serids objektiv utredning av Johnson-gruppens
projekt i praktiken. Vad fungerar, vad fungerar inte, vad kan vi andra ldra oss av bade framgangar och
misslyckanden?

Jag tror ocksa att en mindre antagonistisk (och rentav hanfull) hallning skulle ha 6ppnat for dialog.
Att undervisa grundliaggande matematik, speciellt for daligt forberedda och omotiverade studenter - tro inte
att de darfor &r mer intresserade av tillampningar! - borde kanske vara ett slags pedagogisk varnplikt for
avnamare och nidmndledaméter vid tekniska hogskolor! Man kan bara reformera reformera utifran kunskap,
aldrig fordomar.

Likval inspireras jag. Den som skummat igenom bdckerna borde, alldeles oberoende av fragor om
organisation och metodik, ledas att fundera 6ver i vilken utstriackning kvantitiva begrepp forklarar sambanden
béttre dn gingse kvalitativa - man kunde passa pa att ldsa den mer vélskrivna Practical Analysis av D Estep,
forfattargruppens amerikanske medlem. Om inte slutsatsen ser ut som Johnson-gruppens praktik ska den
verkligen inte heller i alla delar se ut som nuvarande grundkurser i matematik.

Peter Hackman,

LiTH
Fotnot 1: Severin Johansson, 1879-1929, finlindsk matematiker, professor och rektor for Abo Akademi.
Forfattarens morfar.

Fotnot 2: En del av ovanstande funderingar utvecklas ocksa i http://www.mai.liu.se/~ pehac/y30.html
: “Matematiken dr promiskuds”, samt http://www.mai.liu.se/~ pehac/serier.ps “Konvergens - mindre att
och mera hur ”



