I Termvis derivation av potensserier.

Kanske det viktigaste man kan géra med potensserier r att derivera dem. Summa-
funktionen &ar deriverbar i det inre av konvergensintervallet och derivatan fas, som
man kunde hoppas, genom termvis derivation

Dvs, om

+oo
S(I) = Z anx" = ap +a1x + CLQIQ + a3x3 —+ ...
n=0
har positiv (eller oéndlig) konvergensradie R, si giller

ds =

pr ay + 2asx + 3asz® + ... = Z napx™ !t
n=1

for alla z med |z| < R.

For 6verskadlighetens skull forbereder vi beviset med tva hjélpsatser.

.1 Lemma. Lat sviten p(n),n = 0,1,2,... ges av ett polynomuttryck i n
(omsider, dvs. for n > ng). D& dr dven serien

“+oo
Z p(n)apx"
n=0
absolutkonvergent for || < R. Samma géller forstés for serien
—+o0
Z p(n)ap,z" "
n=~k

(dér vi alltsa tagit bort de k forsta termerna och dividerat de dterstéaende med
k

Vi kommer att anvénda satsen specifikt for polynomen

p(n) = n samt p(n) = ") = n{n —1)
2 2
och k =1 resp. k = 2.

Bevis: Bevisiden dr denna: vi kan inte jamfora termerna direkt, ty jamforelsen gar
at fel hall. Var hérledda serie har )atminstone for stora n) absolutstorre termer
an den givna, for fixt x. Men vi ar i det inre av konvergensintervallet. Vi far en
jamforelse at ratt hall genom att sétta in ett storre z—vérde i den givna serien.



2 .I Termvis derivation av potensserier.

Ge saledes z,0 < |z| < R. Vilj r sddant att |z| < r < R, t ex medelvirdet av ||
och R. Speciellt géller att > |a,|r™ &r konvergent.
Vi far da
r
lanr"| = Ianl(ﬂ)”lxln > |an||p(n)||2|"
omsider. Ty exponentialfaktorn med bas r/|z| > 1 besegrar omsider polynom-
faktorn i sista ledet.

Konvergensen av > |an,|r™ tvingar dérmed den péstddda konvergensen av
> lanp(n)a™].
1

1

Speciellt vet vi nu att den termvis deriverade serien ), -, na,z™ " ar absolutkon-

vergent for |x| < R.

Anm.: Utanfor konvergensintervallet gar termernai ), a,2" inte ens mot noll. De
ar inte ens begridnsade. Se beviset hos Neymark.

Desto vérre ar det da med serien Y p(n)a,z™; dvs. ovanstdende lemma kan
kompletteras med iakttagelsen att de bada potensserierna har samma konvergens-
radie.

En handviftning av ovanstaende sats ar foljande: i det inre av konvergensintervallet
gar termerna (minst) exponentiellt mot noll d&4 n — 4o0o0. Jag hinvisar aterigen
till Neymarks bevis. En polynomfaktor (i n) kan inte paverka detta faktum.

JI.2 Lemma. Lat n > 2 vara ett heltal, x, h reella. Da géller

x4+ h)" —2" n n n—
LR < ol (5 ) el + a2

Uttrycket i beloppstecken &dr skillnaden mellan en differenskvot fér funktionen x™
och samma funktions derivata. Uppskattningen i hégerledet ger alltsé ett méatt pa
hur stort glappet dr mellan differenskvoten och dess gransvérde.

Beviset nedan ar kort men forutsitter Taylors formel. Ett mer elementért, men
aningen tekniskt, bevis foreslas som 6vning 0 nedan.

Bevis: Vi taylorutvecklar f(z) = 2", till grad 1, vid z (med variabeltillskottet h).
Restterm pa Lagrangeform.

Fa+h) = f@) + 1P @) + @+ 0n)

Har ar, som vanligt, 0 ett tal strikt mellan noll och ett. Med f:s uttryck insatt blir
detta:

n(n—1)

(x+h)" — 2" = hna" "' + h% (2 4 Oh)" 2



.I Termvis derivation av potensserier. 3

Triangelolikheten ger |(z+60h)" 2| < (|z|+|h|)" 2, s& 6verflyttning av forsta termen
fran hogerledet, samt division med h, ger genast resultatet.

Nu kommer den utlovade satsen

I3 Sats. Lat s(x) = >,~,ana", med positiv (eller oindlig) konvergensradie
vara given. Bilda den termvis deriverade serien t(xz) = > o na,z""! (vars
konvergens for |r| < R redan visats). D& géller, for |x| < R, att s(x) ar
deriverbar, med

ds
2 —¢t
7 = t@)

Bevis:
Fixera z, |z| < R. Lat vidare h # 0, med |z| + |h| < R,

1
Fls(e+h) = 5(2)] — t(z)

Vi ska visa att detta uttryck gar mot noll da h — 0.
Vi kan anta |z| + |h| < r < R, for lampligt fixt r, |z| < r < R. Vi &r ju bara
intresserade av h—vérden nédra noll. Skillnaden ovan ar en konvergent funktionsserie

med n—e term

bn(z) = an[w —nx

nfl]
Lemma I.2. visar att

)] < 01 el () Gl + 172 < [l ()

it ) )] )] < -3 ()7

Den numeriska serien i hogerledet &r konvergent enligt Lemma I.1. Faktorn h gar
mot noll. Vénsterledet gar alltsa mot noll, precis som vi ville.

1
Derivation en gang ger ny potensserie med samma positiva konvergensradie. Alltsa

kan man derivera en gang till, termvis, osv. Vips inser vi att summafunktionen ar
obegrénsat deriverbar.

Satsen om termvis derivation ger oss nu, som korollar, att koefficienterna i en
b) b
potensserie ar entydigt bestdmda av summafunktionen

1.4 Féljdsats. Anta s(z) = " a,a™ med positiv (eller oéndlig) konvergens-
radie R. Det géller att
s(M(0)

n!

Qp =




4 .I Termvis derivation av potensserier.

Bevis: Om man deriverar summan s(z) n ganger si erhaller man en potensserie

med konstantterm n! - a,,. Insittning av z = 0 ger s(™(0) = n! - a,.
]

1.5 Exempel: Minns den geometriska seriens summa:

> 1
Zx":l—; lz] <1
n=0 -7

Termvis derivation ger da:

1
n—1
gn:c = ——3; lz[<1
— (1—-x)

Vi kunde lata summationen borja vid noll, istélletfor ett, eftersom vi da bara lagger
till en nolla. Dock har derivatan av en konstant inget med en negativ potens att
gora, sa det skulle se konstigt ut med den extra termen.

Vi har alltsa visat att den termvis deriverade och den ursprungliga serien har samma
konvergensradie, samt att den forra verkligen framstéller den senares derivata. Det
ar nu en smal sak att vinda hela resonemanget. Vi har alltsi féljande sats om
termvis integration.

1.6 Sats. For |x| < R géller

xn+1

/Om(Zant")dtz Zann+1

n>0 n>0

1.7 Exempel: Vi vet redan att

for |x| < 1. Ur detta kan vi hirleda alla summor av typen

> p(n)a”

n>0
dér p dr ett polynom. For t ex p(n) = n? gor vi omskrivningen

n*=n(n—-1)+n
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Den andra termen bidrar

d 1 T
n __ n—1 __ _
an —xan _xﬂl—x_(l—:zr)Q

n>0 n>1

Den forsta bidrar pa liknande sétt (6vning!)

Z n(n—1)a" = Z n(n —1)z" = 2% Z n(n —1)2" 2% =

n>0 n>2 n>2
d2
2 n __
@Z(E =
n>0
2d_2 1 22
de21 -2 (1—2)3
Totalt:
x n 222 _x+:102
(1-2)? (1-2pP (1-2)p
[ |

Genom att uttrycka d-egradspolynomet p(n) (successivt) i fallande potenser
nn—1)---(n—d+1), nn—1)---(n—d+2), nn—1)---(n—d+3),...,

kan man pa detta vis summera alla serier av modellen > p(n)z™ inom intervallet
|z < 1.

En annan typ man kommer at &ar

med oéndlig konvergensradie

1.8 Exempel: Med samma omskrivning som ovan erhaller vi

*z" -1 n n
Srr oy Y i

n n>2 n>1

$2$n_2 $'$n_1
T AP T

n>2 n>1
n n
9 x "
x — 4z — =
n! n!
n>0 n>0

= 2%e” + ze®
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.I Termvis derivation av potensserier.

Ovningar

.0 Harled uppskattningen i Lemma 1.2. genom att begagna binomialsatsen och bryta ut en
lamplig faktor ur binomialkoefficienterna.

.1 Visa att

+oo
mn
e’ = E — =s(z)
n!
n=0
genom att forst visa att serien har odndlig konvergensradie, darpa att s’(z) = s(z), s(0) =
1.
Visa sedan att s(z)s(—z) = 1 (derivation visar forst att uttrycket &r konstant); samt
att s(z + a) = s(a)s(xz) genom att 16sa ekvationen y'(z) = y(z),y(0) = s(a) medels
integrerande faktor.

.2 Visa att y(z) = sinz ges av sin Maclaurin-serie (med oéndlig konvergensradie) genom att
visa att serien satisfierar s”/(z) + s(z) =0, s(0) =0, s’(0) = 1.

.3 Behall endast de termer i exponentialserien vilkas grad ar jamn, stryk resten. Hérled en
andra ordningens differentialekvation fér denna summa och bestdm den hirur (eller pa
annat sétt).

4 Samma uppgift som .3, men behall nu de termer vilkas gradtal &r delbara med 3.

.5 Gor om det sista exemplet ovan genom att visa att summan dr z-%ze®.

dx
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JI Taylorserier

Alla de kidnda &ndliga McLaurinutvecklingarna har oéndliga motsvarigheter. Man
stryker helt enkelt resttermen och summerar till oédndligheten. En del av de kidnda
serierna far d& odndlig konvergensradie, andra far konvergensradien ett.

JI.1 Exempel:

Forst ut pa plan dr kungen bland funktioner, exponentialen. Fran envariabelana-
lysen kdnner du igen utvecklingen

dér resttermen, pa Lagrangeform, ar

n
_l

+ By41(7) = sy (@) + By41(2)

N+1

X
Rnja(z) = f(NH)(oI)m, 0<0<1

Nu &r alla derivator av e? lika med e*. Det betyder att den forsta faktorn #r e*.

Den kan saledes, for positiva x, majoreras med e® och, for negativa x, med 1. For
fixt « kan alltsa denna faktor majoreras med négonting som inte beror pa n.

Den andra faktorn gar da, aterigen for fixt x, mot noll d& N — —+oo. Det &r ett
kint standardgransvarde i envariabeln; fakulteten i ndmnaren véxer fortare én alla
exponentialfunktioner (i N). Vi har visat att Ryy+; — 0 d& N — +o0.

Vi later nu N — +o00o 1 ekvationen

och erhaller

Ett alternativt sitt att visa denna serieutveckling har skissats i 6vningarna. Man
visar forst att serien i vénsterledet har odndlig konvergensradie. Déarpa hérleder
man differentialekvationen s'(z) = s(x), s(0) = 1, som &r entydigt losbar med
l6sningen s(z) = e®.

JI1.2 Exempel:
Det som sagts om e* géller dven sinx och cosz. T ex ar
3 5 oo (_1)nx2n+1

x x
SlnI—!’E—§+5 +—7;0W
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med odndlig konvergensradie. Man kan visa &ven detta pa tva sétt; antingen genom
uppskattning av lagrangetermen, eller genom en differentialekvation. Det senare
foreslas i en tidigare 6vning.

For arcustangens och logaritm géller att de odndliga taylorserierna har konvergens-
radie ett. En och annan minns att resttermen for arcustangens &r lite klurig. Den
ar nastintill omojlig att bestimma ur det allmdnna uttrycket (eftersom derivatorna
efterhand blir horribla). Man anvinder tricket att integrera en enklare utveckling.

Men med oéndliga serier blir det riktig smidigt!

JI1.3 Exempel:

Vi utgar fran den geometriska serien
1 o0
——=14t+t2+...= ) 1"
it R Zﬂ

Dess konvergensradie dr 1. Konvergensomrédet dr det 6ppna intervallet |¢] < 1

I denna serie sétter vi in ¢ = —u?:
1 oo
=1—-uw?+ut+...= —1)"u2"
14+ u? nz:%( )

Den har naturligtvis ocksa konvergensradie 1. Detta gar forresten inte att faststélla
direkt med kvot- eller rotformeln, eftersom inget av de dari ingadende gransvéirdena
existerar.

Denna geometriska serie integrerar vi nu fran 0 till z, || < 1. En tidigare sats
utlovar att integrationen kan utféras termvis och att den nya serien ocksa har
konvergensradie 1:

00
3 5 w2n+1

 x
tane =z — o+ .= Y (=1)"
arctanz = x 3+5+ (-1)

Hér intréffar det intressanta att serien uppfyller forutséttningarna fér Leibniz’
kriterium for alla x, med |x| < 1. Dvs. termernas tecken alternerar och deras belopp
gar monotont mot noll. Redan tdljarna avtar och den extra faktorn i ndmnaren
endast forstarker detta faktum.

Detta hjélper oss inte med konvergensen for |x| < 1, som vi ju visste dnda.

(Vi far forstas konvergens dven for = £1 vilket dock inte dr sd anvindbart. Dels
framgar inte av vara bevis att serien konvergerar mot arctan=+1 i &ndpunkterna.
Dels ar konvergensen for langsam. I konvergensintervallets &ndpunkter beter sig
termerna aldrig exponentiellt !!!)
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Men en elementér f6ljd av sjilva beviset (se Neymark) ar att resttermen (till
beloppet) kan Gverskattas med den forsta dédri ingadende termen. For en Leibnizserie

Z(_l)nan

n=0

géller att

oo

| > (—D)"an] <ann

n=N+1

For var speciella serie géller saledes:

N p2ntl
tanz — > (—1)" =
| arctan x ngo( )2n—|—1|
too nx2n+l 22N+3
2. D 2n+1|§|2N+3|
n=N+1
for x| <1
1

JI.4 Exempel: Logaritmen, som ju ocksa &r integralen av en geometrisk serie, ar
lite krangligare. Genom integration av

1
ﬁ:1+t+t2+...+t”+..., It <1

fran 0 till x erhaller vi

2 (EB n+1

x
—In(l —2) = —+=+...
n(l —x) sty et oyt

lz] <1
Uppforandet {o6r positiva @ exemplifierar vi med z = 1/2:

In2=—1In(1 — %) _ Z (1/2)"

n
n>1

Om vi avbryter summationen vid n = 10 far vi resttermen

n 11

n>11 n>11

Partialsumman
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ger oss alltsd In2 med tre korrekta decimaler (= 0.693).
]

For negativa viarden pa z, alltsa —1 < x < 0, &r logaritmserien en Leibnizserie.
Resttermen kan alltsé uppskattas pa samma sétt som for arcustangens.

Om man uttrycker resttermen slaviskt enligt Lagranges formel far man en dalig
feluppskattning for « = 1/2. Foér « > 1/2 visar sig den enda latt atkomliga
upskattningen ga mot odndligheten med antalet termer! Serier &r bra.

JI1.5 Differentialekvationer

Nar man inte kommer pa nagot annat kan potensserieansatser ge anviandbara

16sningar till differentialekvationer. Ar man - med marginal - inuti konvergens-
intervallet kan lampliga partialsummor ge goda approximationer.

Vi ger ett exempel dar vi dock kan bestimma 16sningen pa annat sétt: Lés, i en
omgivning av noll, differentialekvationen

dy _
dr

Vi ansétter en potensserielosning:

(1-=2) 2-y(z), y(0)=1

y(x) =ap+ a1x + a2w2 + agac?’ + a4x4 + ...
dér tydligen ap = y(0) = 1. Vi har

d
(1- x)% = (1 —2)(a1 + 2097 + 3azz® + daga® +...) =

= a1 + (202 — a1)x + (3az — 2a2)z? + (4ay — 3az)z® + ...

i den man serien alls konvergerar (med positiv konvergensradie). Detta ska stimma
Overens med
2y(z) = 2a9 + 2017 + 2a22* + 2a32® + . ..

Eftersom koefficienterna ar entydigt bestimda kan vi identifiera:
2a9 = a1
2a1 = 2a9 — aq
2a9 = 3a3 — 2as
2a3 = 4a4 — 3as

varur:
2@0 = a1
3(11 = 2(12
4(12 = 3(13

5@3 = 4@4
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Vi erhéaller

3
a9 = 5@1 =3
4
az = §a2 =4
5
aqs = Zag =5
Moustret dr klart och vi erhaller a,, =n+1, n =0,1,2,... En potensserielésning
ar alltsa
+oo
y(r) =1+4+2x + 32> +42° + ... = Z(n+1)x"
n=0

med konvergensradie 1. Du kénner sékert igen den som den deriverade geometriska
serien

d 1 1

drl—z (1—uz)?

Den givna ekvationen kunde naturligtvis ocksa ha behandlats som en vanliga sepa-
rabel differentialekvation.

JI.6 Exempel: En integral

Vi soker integralen

1
2
I:/e_wdx
0

med tre korrekta decimaler. Till den &nden taylorutvecklar vi integranden. Vi vet
att
t2 t3 4 5
e=1+t+—-+=+—=+=+...
2 30 41 5l

med o#ndlig konvergensradie. I denna serie sétter vi in t = —22:

1o
I=l=s+ s 73t oa ma

Detta ar uppenbarligen en Leibnizserie med allmén term

1

)t =0,1,2,...
( ) (27’L+1)TL" n 3 Ly &
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Vi har redan sett att om vi avbryter summationen vid n = N —1 sa kan resttermen
uppskattas med beloppet av nistfljande term, som ar 1/((2N + 1) - N!). Vi ska
alltsd vélja N sa att 1/((2N 4+ 1) - N!) < 0.0005. Vi provar oss fram i steg och
finner, for N = 6 att 1/(13 - 6!) < 0.0002. Vi ska alltsd summera till N = 5 och
erhaller, med tre decimaler:

11 1 1 1
I=1- g4 - +

— ~ 0.747
5-2 7-31 9-41 11.5!

Vi kan klara &ven lite storre virden i 6vre gransen, men serien dr da kanske inte
Leibniz meddetsamma.

1

Ovningar

1 Beriikna arctan(1/2) med fyra korrekta decimaler (dvs. felet ska vara < 5-107°)
Anvind riknedosa (eller ngt datorprogram) for de rationella operationerna, och jamfor
svaret med dess standardfunktion

.2 Harled Taylorserien for In(1 + ) ,|z| < 1, ur det nést nést sista exemplet ovan.

Ange ocksé utvecklingen av
14z
In
11—z
(som &r den verkligt anvindbara fér numeriska berdkningar). Foresld lamplig uppskatt-
ning av resttermen. Visa nu att man kan berdkna In2 med fyra korrekta decimaler med
hjalp av endast fem termer.
.3 Vi vill berdkna 7. Det &r frestande, men opraktiskt, att sdtta in = 1 i utvecklingen for
arctan z. Dels har vi inte visat att serien konvergerar mot arctan z dven pa randen (vilket
den gor). Dels konvergerar den erhallna serien alldeles for 1angsamt.
Visa forst, istéllet att
T 1 1
— = arctan 1 = arctan 5 + arctan g
Anvand sedan de ovan erhallna uttrycken for resttermen till att bestamma 7 med fyra
korrekta decimaler.
4 Anta att exponentialfunktionen definieras genom sin Taylor-serie. Anvand denna till att
bekvamt bevisa att e® ar storre dn alla sina dndliga taylorutvecklingar for positiva varden
pa z. Visa, lika bekvamt, att
ex
— — +o© (neZy)
xn

da z — +oo.

.5 Vi vill bestdmma In 10 med fyra korrekta decimaler. Hur manga termer leds du till genom
insadttning av lampligt i utvecklingen av —In(1 — x)? Hur blir det om du utnyttjar
In10 =In2 4 1n5. Kan du férbéttra ytterligare?

.6 Berakna

1 [7 sinz
- / dx
T ), =
med tva korrekta decimaler.
7 Los differentialekvationen
dy 1
(I4+z)—=5-y(=), y0)=1
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med hjélp av potensserier. Konvergensradie?

Los differentialekvationen
doy” +2y —y =0, y(0)=1

med potensserier. Konvergensradie? Kan du finna ett elementért uttryck?

1
Repetera (vid behov) den &ndliga MacLaurinutvecklingen av (1 4 x)2. Ta for givet eller
visa (t ex genom att 16sa upgift 6) att funktionen ges av motsvarande oéndliga serie for
|z| < 1. Verifiera ocksa att denna &r Leibniz for positiva . Anvénd detta till att berdkna

V17 med tva korrekta decimaler.

Kontrollera med raknedosans standardfunktion. Du far gérna rdkna ut béttre approxi-
mationer.
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JIT Absolutkonvergens och Cauchymultiplikation

JII.1 Omsummation

Absolutkonvergenta serier ar ytterst slagtaliga.

JII.2 Sats. Lat Z::B an vara absolut konvergent och lat serien Z:i% b, uppsta
genom omordning av dess termer. Da dr dven den nya serien absolutkonvergent,
med samma summa som den gamla.

Bevis: Absolutkonvergens dr inget problem. Om

Zlan| =S

sa &r alla partialsummor till >° |b,| begransade av S.
Nu till summan. Vi behandlar forst fallet att serien &r positiv, alla a,, > 0.

Ge godtyckligt icke-negativt heltal N. For tillrdckligt stort M > N finns alla
termerna ag, ai, as, . . . ,ay med bland termerna bg, b1, . .., by (jimte andra positiva
termer). S& vi har

N M
n=0 m=0

For ett &nnu storre heltal P erhaller vi pad samma sétt:
Sy <Ty < Sp

Later vi nu N — +oo gar ytterleden mot
—+o0
S = Z an
n=0
Mellanledet gar mot
+oo
T=> bn
m=0
och instdngningsprincipen ger da

S=T

—+oo

I fallet att termerna a,, har vixlande tecken, och serien ) "~

vi dela upp termerna i positiv och negativ del:

|ar,| konvergerar, kan

1 1
an = §(an + |an|) - §(|an| —ap) =:Pp —qn



.11l Absolutkonvergens och Cauchymultiplikation 15

Nu ar serierna »_ p,, och Y g, varforsig positiva och konvergenta - de majoreras av
> |an| - och kan alltsd omsummeras godtyckligt, med oférdndrad summa, enligt
det foregaende fallet. Saledes géller detsamma om serien Y ay,.

Om, tillsist, serien &r komplex, s& medfér absolutkonvergens att serien av termernas
realdelar, och serien av dess imaginérdelar, varforsig dr absolutkonvergenta. Ty
bada majoreras av termernas belopp. Sa vi dr genast tillbaka i det forra fallet.

For betingat konvergenta serier géller tvartom, enligt en sats av Riemann, att de
kan omsummeras till vilken summa som helst.

JI1.3 Cauchymultiplikation
Lat

Zan; Zﬁn

vara absolutkonvergenta serier med

+oo +oo
Zlanlev Zlﬁn|:B
0 0

sa att
N

N
Ylanl <A, D18 <B
0

0
for alla positiva heltal V.

Betrakta en &ndlig méngd av produkter a;3;. Lat N vara storre &n alla forekom-
mande j och k.

Da galler att

D DT A R T A

vissa j.k vissa j.k

N N
Sl - S 18] < AB
0 0

s& hur vi &n ordnar dessa produkter pa rad och summerar far vi en absolutkonver-
gent serie och summan S blir densamma, oberoende av summationsordningen.

Betraktar vi nu indexparen (j, k) som punktkoordinater i forsta kvadranten ger sig
tvad summationsordningar naturligt:

Summation 6ver kvadrater

Vi kan, for givet N, summera alla de termer for vilka bade j, &k < N. De bildar en
kvadrat och innehaller (N + 1)? termer. Vi erhaller summan

N N
SN:Z Z aj'ﬁkzzaj'z:ﬁk
=0 k=0

0<j,k<N
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Later vi N — +o00 erhaller vi

+oo +oo
S=> a; ) B
j=0 k=0

dvs. produkten av de bada seriernas summor.
Summation éver trianglar

Vi kan ocksd summera Over triangeln med hérn i (0,0), (NV,0), (0, N) och lata
N — +4o00.

Inom triangeln summerar vi lampligen pa linjer med lutning -1, dvs. med fix
indexsumma j + k = n, n = 0,1,...,N. Darpad summerar vi resultaten Gver
indexsumman n.

Vi erhéaller

N
Tv =2 (> aifh)
n=0 j+k=n

dar den inre summan ar oo, + @18n_1 + ... + an P, med n + 1 termer.
I limes erhalles:
—+oo
§=2.(> i)
n=0 j+k=n
som alltsa ocksa, enligt forra stycket, d&r produkten av de bada seriernas summor.

Detta #r speciellt trevligt om bada serierna ér potensserier ; = ajz’, B = brz®.
D& innebér den inre summan att vi slar ihop alla termer av samma grad, precis
som om vi haft polynom istéalletfor serier:

— ji+k _
o - B = a;bpa?™" = ajbyz"

Vi maste bara, for absolutkonvergens, hélla oss i det inre av bada konvergensinter-
vallen.

Detta summationssétt kallas Cauchymultiplikation.

JI1.4 Exempel:

Genom derivation av serien

erhaller vi
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Vi kan nu utveckla 1/(1 — z)® pa tva siitt. Vi kan derivera en gang till:

! 1D 1 1+§Oo( + 1)na" ! 1+§Oo( +2)(n + 1)z"
= — = — n nxT = — n n X
(-2 2 (1-z? 24 24~

Men vi kan ocksd multiplicera ihop den geometriska serien och dess derivata. I den

forsta av dem har vi
n

a, =zx",
i den andra ar
Bn = (n+1)z"
sa,
S oafe= Y @l (ke =a" S (k1)
Jjt+k=n Jjt+k=n k=0
Sa

1 —+o0 n
T - SO k+1)
k=0

n=0

Derivationen ger oss koefficenterna pé sluten form, multiplikationen ger oss dem
SO SUmMmMmor.

Nu éar koefficienterna i en potensserie entydigt bestimda av summafunktionen,
enligt Korollar I.4. Sa vi kan identifiera koefficienter till samma grad:

(n+2)(n+1) - -
f_];(k+1)_1+2+...(n+1)

Vi har aterupptackt den aritmetiska summan. 1

JIL.5 Genererande funktioner
Vi gar direkt pa ett exempel.

JII1.6 Exempel: Los rekursionen
an+2 — 3an41 + 2a, =0

dar ag, a1 ar givna.

Problemet ar entydigt 16sbart. Vi kan bestimma as, as, ay, ... successivt genom
insdttning av foregaende a:n i formeln. Det &r bra, ty om vi kan bluffa fram, och
verifiera, en 10sning, s& ar vi klara

Vi bildar den sokta foljdens genererande funktion,

G(z) = Z anz"”
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Vi bryr oss tills vidare inte om hur och var den konvergerar.

Vi multiplicerar nu rekursionen med "2 och summerar:

E Ungox™ ™ — 3z E A1 4 222 E anz” =0

n>0 n>0 n>0
En stunds eftertanke ger ur detta:
G(x) — ap — a1x — 3z(G(x) — ap) + 22°G(z) = 0

Vi ignorerar tills vidare begynnelsevirdena och skriver

Ax + B Az +B

(1 -3z + 22%)G(x) = Az + B; G(z) = A-s012%) ~ Pl

Eftersom vi vill kunna utveckla i geometriska serier delar vi upp hogerledet i
partialbrak av typen 1/(1 — a;x) dér tydligen a;:na ar de inverterade rotterna till
P(z) = 0. Det dr latt att bestdmma dem till 1, 2. Sa:

G(m)—;ana@ —1_I+1_2I—Z(C-1 +D- 2"z

Den andra termen fick vi genom att byta z mot 2x i den geometriska serien.
Konvergensradien &r 1/2. Vi vintar med att bestdmma C och D.

Sa vi far
a, = C+ D2"
dér C, D kan bestdmmas genom insdttning av n = 0, 1:

n=0gera =C+ D, ap =C+ 2D, sa vi loser detta lilla ekvationssystem och
erhaller: C =2ag — a1, D = a1 — ag
]

Strukturen ar precis som for en andra ordningens differentialekvation: 16sningen
blir en linedrkombination av (diskreta) exponentialfunktioner (om polynomet P
har enkelrétter). Skulle P ha exempelvis en dubbelrot bidrar denna ett forsta-
gradsuttryck i n ganger en exponentialfunktion, osv., osv.

Eftersom vi var tvungna att invertera P:s rotter ar det reciproka polynomet
Q(z) = 2*P(1/x) = 2> — 3z + 2

med gradtalen i omvénd ordning, det relevanta. @ kallas rekursionens karakteristis-
ka polynom och analogin med differentialekvationer &r nu hur klar som helst.

I Kretsteorin tycker de inte om att invertera saker sa de arbetar istéllet direkt med
foljdens z-transform som dr G(1/z), dvs. vi byter  mot 1/z (varvid konvergens-
omradet blir omradet utanfor ett symmetriskt intervall).
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De relevanta partialbraken ar da

1 2k

(I—a/2) (2 —a)

dar a ar rot till karakteristiska polynomet.

Den genererande funktionen, med positiv konvergensradie, gav oss verkligen en
16sning (och den &r l4tt att verifiera) sd vi behover inte leta langre. Egentligen ar
fragan om konvergens totalt ointressant. Man kan ndmligen arbeta med genereran-
de serier som helt formella objekt vilka uppfyller vissa rdkneregler. = dr da bara en
symbol. Koefficienterna kan ocksa fa vara komplexa, utan vidare bekymmer.
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IV Fler genererande serier

Vi hérleder nu i rask foljd de genererande serier som behdvs for att 16sa linedra
rekursioner.

Vi utgar fran den redan kdnda

1 n
1_I:Zx

n>0

med konvergensradie 1. I konvergensintervallets inre kan vi derivera termvis. Vi
gor det tva ganger, sen ska nog monstret synas.

(e SUTSES USRS

n>1 n>0

: =D nln—1)a" =Y (4 20+ 1) "

(1—=x
n>2 n>0

Observera att gradtalet (-2) dyker upp i téljaren; men dess tecken tas ut av inre
derivatan -1, frAin —x i ndmnaren. Observera ocksd att vi i mellanleden later
summationen borja med n = 1 resp. n = 2 for att slippa férfulande negativa
potenser (med koefficient noll, forvisso).

Upprepning ger:
d!

W = Zn(n_l)"'(n—d-l-l)-:r"*d:Z(n+d)(n+d—1)~-~(n+1)-x”

n>d n>0

Det kan vara praktiskt att dividera bada leden med d!:

o= 2 () = ()

n>d n>0

dér alla likheter géller f6r |x| < 1. Vi kan hér byta ut  mot ax och far, for
lz] < 1/a:

1 n n—d_n—d __ 7’L+d n_n
(1_ax)d+122(d)'a z _Z< d )-a:v,

n>d n>0

Den forsta likheten multiplicerar vi gérna med z%:

‘Td n n—d,.n
WZZ(d)G z

n>d
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JV.1 Summation

I avsnitt III.4. héarledde vi den aritmetiska summan pa en lite lustig omvig.
Principen ar dock mycket anvindbar. Vi vill hitta uttryck fér summorna

n
P
=0

dér ag, a1, az, ... ar en given talféljd. Vi antar att foljden &r exponentiellt begrins-
ad, |a;| < K - M dér K och X ér positiva konstanter. Villkoret garanterar att
potensserien

+oo
s(z) = Z a;x’
j=0

har positiv konvergensradie R (> 1/\). Vi later r vara mindre dn bade R och 1.

Vi betraktar dven den geometriska serien

1 +oo —+oo
1 =Zxk=Zbkxk, |z < 1.
IR k=0

dar alla b, =1

I avsnitt I11.3 visade vi att

1 —+oo ) +oo —+oo
S(x) 1—a = Zajxj . Zbkxk = chxn, |x| <r
§=0 k=0 n=0

dar
cn = agbn +a1bp_1 + azbp_2 +---a,bo

som i vart fall 4r den sokta summan
ag+ay+ag+---an

Vi erhaller alltsa en genererande funktion for dessa summor genom att multiplicera
den givna svitens genererande funktion med 1/(1 — x).

JV.2 Exempel:
I Exempel 1.6. visade vi att

3 gk - e
= (1-2)

med konvergensradie 1. Vi vill bestimma summorna ¢, = Y.;_, k% Vi har visat
att

= lz] <1

= " x + x? 1 x + z2
chx :(1—1,')3.1—.’[: (1—x)%’
n=0
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Vi anviander nu den tidigare harledda formeln
1 n+3\ ,
(1—a) ‘Z< 3 >

varur:

och, pd samma séatt:

Kontrollera nagra laga virden pa n!

Ovningar

.0 Vi vill summera serien
n3
_xn
n!

n

3

Visa att det gar latt om man forst skriver n® som linedrkombination

n(n—1)(n—2)+bn(n—1)+cn

Vad kan allmént ségas om summan, med k istélletfor 37

1 Lés
an+2 —4an41 +4an =0, ap,a1 givna

.2 Samma uppgift for
An42 —Gn41 —an =0, as=a1 =1

.3 Lo6s den inhomogena rekursionen

a)

ny1 —2an =3",a0 =0

t ex, m h a genererande serier.
b)
an+1 +2an = 2”7650 =0

)

2ap41 +an = 2n7a0 =0
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Los ekvationen
n—1

an:E ap+n; n>1; ap=0
k=0

Tips: skriv upp samma rekursion med n utbytt mot n 4+ 1 och subtrahera darpa de bada
ekvationerna ledvis.

Definiera

"

n!
n>0

Vad ar konvergensradien? Verifiera
e . e¥ = e(@FY)

Vad hénder, om du med potensserier forsoker verifiera 2sinx - cosx = sin 2x
Bernoulli-talen B; definieras rekursivt enligt

k—1

Bo=1 Y (N)mi=0

=0

Bestdm den genererande funktionen Z(;Loo Ajxd for féljden A; = B;/j!. Kalla den V (u).
Verifiera att u

ar jamn sd att manga av Bernoullitalen maste vara noll (ett litet trick behovs).
Ar du bra pa att arbeta komplext kan du ocksa vilja hirleda Taylorserien for tan x, genom

en substitution.

7

d,n dr heltal > 0. Vi vill bestimma N(d,n) som &r antalet 16sningar i heltal > 0 till
ekvationen
no+ni+ne+...+ng_1+ng=n

T ex & N(0,n) = 1. En losning &r att bestdmma genererande funktionen sg(z) =
En>0 N(n,d)z™, dir alltsi d > 0 ar fixt, och avladsa dess koefficienter.
Bérj; med att 6vertyga dig om att

n
ZN(d— Lk)=N(dn), d>1
k=0

och hérled hirur ett samband mellan sg(x) och sq_1(z). Néar du har svaret pa sluten form
kan du vilja fundera 6ver en kombinatorisk 16sning. Eller innan!
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.V Matrisexponentialen e

Detta avsnitt hor inte till analys-kursen. Jag har skrivit ut det {6r dess obestridliga
referensvéirde i samband med sddana tillampningar som Reglerteknik och Mekanik.

Referenser forkommer ibland till mina fria bocker Kossan och Krypa-Géa. Det finns
lankar till dem fran min personliga hemsida.

Matrisexponentialen ar en serie med matriskoefficienter:
+
At o0 Aktk

et = —
k!
k=0

diir A #r en komplex eller reell n/n-matris. Uppenbarligen #r 40 = A% = E.

Matriselementen &r varforsig potensserier. Om dessa géller

.V.1 Sats. Matrisexponentialens element &r n? stycken potensserier med oéndlig
konvergensradie.

Bevis: Lat M vara en absolut évre begrénsning for alla element i A. Man visar
successivt att alla element i A* begrinsas av M*n*=1 < (Mn)*.

Sa varje element i matrisserien begréinsas av

(Mnt)k

k!

som &r den allminna termen i den absolutkonvergenta exponentialserien

+00 k
Mnt (Mnt)
>

k=0
Dvs, matriselementen &r absolutkonvergenta potensserier for godtyckligt ¢. 1

Genom elementvis derivation foljer da av féregdende avsnitt

.V.2 Sats.
4

eAt _ AeAt _ eAtA
dt

Bevis:

| |
L (k1)

d oa_ *f kAR IR (k4 1) AR gk
dt

+00 tkik
AY = = Ae
k=0

Utbrytning av A at hoger, ger p s s den andra likheten. 1
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Precis som i det skaldra fallet géller

.V.3 Sats. Matrisexponentialen ar inverterbar, med

(eAt)fl — efAt

samt

.V.4 Sats. Differentialsystemet

dd_)t( = AX(t) dir X(t) drn/l eller n/n, X(0) given

ar entydigt l6sbart, med l6sningen

X(t) = eMX(0)

Bevis: For beviset av den forsta satsen bildar vi
X(t)=eMe 4  X(0)=FEE=F
Produktregeln for derivata ger:
X'(t) = AeMe M 4 eM(—A)eM = (A - A)X(t) =0
eftersom e* kommuterar med A. X (t) dr saledes konstant, = X (0) = F, vilket
visar den forsta satsen.

For beviset av den andra bildar vi
X(t)=e X (1)

och visar pa samma sétt (6vning) att X (¢) dr konstant, = X(0) = X(0). Multi-
plikation med e ger genast resultatet. I

Som en forberedelse till fortsdttningen kan du vilja se igenom ett rdkneexempel i
Kossan, G.VIIL.6.

Ett annat exempel forbereder vi med en sats i samma anda som de bada senaste.

V.5 Sats. e(ATB)t = ¢AteBt om AB = BA.

Bevis: Forst konstaterar vi att forutséttningen medfor et - B = B - eAt, eftersom
exponentialfaktorn ar en serie i A—potenser som alla kommuterar med B.

Matrisserierna X (t) = eAteBt samt X (t) = (A5 visas sedan litt uppfylla diffe-
rentialekvationen
X'(t) =(A+ B)X(t); X(0)=F
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bégge tva. Men denna ekvation &ar entydigt 16sbar. 1

Detaljerna ar 6vning.

.V.6 Exempel: Lat oss berdkna

Al s (1 1\ (10 0 1Y\
e ,darA-(O 1>—<0 1>+<0 0)—E+N

dér N2 = 0. Den just visade satsen séger att

1
et = eBteNt — o' . (E + Nt + 51\12152 +.-) = el (E + Nt)

Il
7N
o ®
~
('OH_ m‘*
N—

V.7 Allm#nna vridningen (jfr Kossan, F.V.)
Fran mekaniken kdnner du férhoppningsvis igen rotationsekvationen
r'(t) =wxr(t)

(Alonso-Finn, sid. 82)
Hér &r w rotationsaxeln och dess belopp lika med vinkelhastigheten. Vi antar att
denna ar lika med 1. Med

2 2 2
w=aje1 + azes + azes; ai +a3+az;=1

i hogerorienterad ON-bas, och r(t) = e X (¢) i samma bas, kan vi skriva ekvationen
pa matrisform

X'(t) = AX(t)

dér
0 —as as
A= as 0 —a |; Ad=—A
—as9 aq 0

vilket du bor kontrollera. Det sista sambandet &r, om du vill, en f6ljd av “de tre
stegen” 1 Krypa-Ga, A.IV.4, eller K-G Andersson, s.47. A &r en kryssprodukt,

projektion f6ljd av vridning 90 grader och striackning faktorn 1. A% svarar pa
samma sitt mot projektion f6ljd av vridning 3 - 90 grader.

Losningen ar

X(t) = e X(0)
sé vi forsoker summera exponentialserien. Denna sonderfaller behéndigt i jdmna
och udda termer.

Vid summationen av de jimna termerna beaktar vi att A2 = —A%* = A5 sa:

A2 ANt A58
+ + + +

E 2! 4l 6!
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215 t t
E“"A( ! ! ! "')—

E + (1 —cost)A?

De udda termerna summerar sig analogt till

X(t) =eMX(0) = [F +sintA+ (1 — cost)A%] X (0)

Vinkelhastigheten var 1. Sa
r(t) = eX(t)

ligger vriden vinkeln ¢, kring w, i forhallande till

r(0) = eX(0)

Matrisfaktorn i kantiga klamrar &r alltsd matrisen for denna vridning (i basen e)
och kan tydligen erhéllas helt utan basbyte. En mer direkt geometrisk forklaring
ges i Kossans Underhallning F.V. Man kan visa att exp(At) alltid &r ett polynom
i A, av grad hogst lika med n — 1, och med variabla koefficienter. Det &r Kossa
G.X.4, med bevis.

Vi skriver om yttrycket ovan i vektorbeteckningar. Multiplikation med A betydde
vektorprodukt med w. Multiplikation med A2 betyder att denna vektormultiplika-
tion utfores tva ganger, sa

r(t) =r(0)+sintw x r(0) + (1 — cost) w x (w x r(0))

Har star sambandet mellan ldgesvektorn vid tiden ¢, laget vid tiden 0, samt hastig-
heten (kryssprodukten) och accelerationen (trippelkryssprodukten) vid tiden 0.

Ovningar

1 Verifiera att vridningsmatrisen X (t) = e ovan verkligen uppfyller X'(t) = AX(t) =
X()A; X(0)=FE

.2 Bestdm matrisen for vridning 120 grader kring e; + e2 + e3, hdger-ON-bas.
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.V1 Facit till vissa uppgifter.
1.3. coshz = 1(e” +e77)

1.4.

3
(e® +2e7%/2 cos %x)

W =

L2, 2(x + 2% /34 2% /5427 /T4 ..) =3, 502" T /(2n + 1)
II.5. 0.59

11.6.
(1 + x)1/2

. Konvergensradien ar 1.
IL7. y(x) = 350 2"/ (2k!) = cosh(y/]z])
IL.8. Tips: V17 = 4(\/1+ 1/4)
IV.0. (23 + 322 + z)e”
IV.1. (a+bn)2™ dir a = ag, b = —ag + (1/2)ay
IV.2. (AT +Ap) dir Ao =14+V5/2
IV.3.
a) ap = 3" — 2"

b) agni1 =4" a2, =0

c)

V4. a,=2"-1

IV.6.

N(n,d) <n;rd>

(")



