Stringens och moral.

"Rigor is to the mathematician what morality is to man”. André Weil skrev sa for c:a 50 ar sen och det ar
tydligt att han talar om en analogi, om vad som héaller samman och ger riktning, enhet, stadga och mening.

Under min snart avslutade karridr har jag ofta kommit att uppfatta mer dn en analogi. Hur matematiken
presenteras ar i hogsta grad en etisk fraga. Vill vi lata studenterna ana bade djupet och enkelheten under den
ibland lite avskrackande begreppsapparaten? Eller vill vi férvandla dem till sifferfurirer for vilka matematiken
ar en bijektion mellan uppgiftslydelser och armrorelser?

Larobocker idag har ofta mycket vacklande ambitioner. I ena riktningen sopas héarledningar fullkomligt god-
tyckligt under mattan, kanske for att forfattaren inte orkat tdnka ut de mest direkta vagarna till resultaten.

I den motsatta riktningen finns tendensen att freda det onda samvetet genom att inbddda de mer triviala
resultaten i en pompd6s begreppsapparat, nar tva, tre valvalda exempel eller specialfall hade avsléjat de
teoretiska mekanismerna.

Typexempel pa denna obalans dr de ldrobocker i linedr algebra som visar determinantens linearitetsegen-
skaper med induktionsbevis Over tva sidor, medan antisymmetriegenskaperna forblir ”beyond the scope of
our presentation”. De senare blir ndmligen alldeles for rorigt att utreda pa grund av en ”underlattande”
induktiv definition!

Ingen forfattare (utom min kollega U Janfalk) tycks kanna till att G Shilov for 6ver 40 ar sedan anvisade en
didaktiskt 6verlagsen presentation av permutationer och deras tecken med hjalp av “lutningar”, en ansats
som forenklar determinanteorin i alla dess delar.

Stringens &r inget absolut, inte ens pa definitionsstadiet. Weil papekar ocksa att det inte handlar om att
bevisa allting. Men jag har i decennier predikat att teorierna &ven for nyborjare maste foras pa ett sadant
sitt att luckorna ar synliga och vl avgrinsade, sa de kan téppas i efterhand. Man kanske inte direkt ska
infora reella tal som ekvivalensklasser av Cauchy-sviter; men man borde atminstone diskutera betydelsen
och behovet av ett kontinuitetsaxiom.

En diskussion kunde utga fran den vanliga forestdllningen om reella tal som odndliga decimalbrak. En
anmilare av Body and Soul- trilogin papekade nyligen hur Johnsonligan misslyckats med att redogéra for
rakningen med slika storheter.

Svarigheten &r instruktiv. Varje forsok att fa ratsida pa detta leder namligen néstan ofelbart till Cauchysviter
eller nagot liknande. Plotsligt forstar en och annan att en hojning av abstraktionsnivan kan vara motiverad
och underlédttande!

Sadana diskussioner vantar jag mig av textbocker. Annars &r vi ju inte i nérheten av en definition av de
reella talen, och det ar ju dar stringensen borjar.

Vi forfasar oss gérna Over att studenter ser definitioner som 6verkurs. Nar mina studenter ska 16sa differen-
tialsystem medels egenvektorer och egenvarden klagar de ofta att de inte vet vad de gor. Det &r verkligen
sant - nér jag anvisar kontroller som borde forklara detta forstar de inte. De har inte gjort klart for sig vad
en egenvektor ar for nagot. De har harmat férfaranden.

Samtidigt kan man undra om de ges chansen. Hur ofta ar presentationen, laroboksexemplen och Gvandet
verkligen anlagda pa begreppsforstaelse?

Det svaraste problemet - det &r verkligen ar svart - ar gransvardesdefinitionen med den logiskt och sprakligt
knoliga epsilon-delta-formalismen. Vi smickrar oss garna med att vi lyckas formedla en ”intuition” istéllet.
Sanningen ar dock att de vanliga substituten med ”godtyckligt” och "tillrackligt” néra inte ar ett dugg mer



intuitiva och lattfattliga, bara mindre precisa.

Hur ska vi annars forklara att sa& manga studenter, kanske flertalet, rdknar ut att
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utan att reagera? Ingen intuition i varlden kan siga att en negativ funktion kommer ”godtyckligt néra ett”
for tillrackligt stora negativa .

Vad ska jag foresla, som foreldst ett otaliga kurser, men aldrig envariabelanalys? Mitt svar, som pa de flesta
didaktiska fragor, dr ”forsok nagot annat”. Eller, atminstone, ”forsck!”, ty vil ofta dr det mest det som
fattas.

For forstaelsen skulle det kanske vara rimligare att 6va mer pa att bestdmma deltan och omegan till givna
epsilon an att rdkna ut mer eller mindre konstlade gransvérden av typen 0/0. Pa rak arm vet jag dock
ingen bok som t ex forklarar varfor delta ofta véljs i tva steg -det forsta for att begriansa en faktor, nésta for
att strypa en annan - trots att idén med ”begransad ganger nollgaende” annars ges en framtradande plats i
resonemangen. Har forsummas ett tillfalle att dra ihop helheten.

Nyligen gav Studentlitteratur ut en larobok som pastods técka all den envariabelanalys och lineéra algebra
man kunde ténkas behova ., fast malgruppen aldrig preciserades. Pa baksidan till detta tidstypiska alster
uttrycks forfattarens ”6vertygelse” att matematiska begrepp och fenomen kan goras fullt begripliga utan
langa och tekniska bevis.

Jag kan inte lata bli att kasta mig 6ver en sadan bok for att utréna hur manga korta och otekniska bevis
som offras under den forevéndningen, eller var forfattaren forsta gangen bryter mot Weils bud att aldrig
forutsatta mer &n nodvandigt.

Typexempel pa det forsta ar att de trigonometriska rédknelagarna forutsatts utan harledning - ingen kan tro
att detta utreds tillfredsstéllande i gymnasiekurserna. Det naturliga i en bok som férsoker ”integrera” analys
och lineér algebra &r att dela upp en enhetsvektor i ortogonala komposanter och vrida bada lika mycket, en
paminnelse om det allra mest grundldggande, vad komposanter, sinus och cosinus ar.

Linearitet (i detta fall lineariteten av en vridning) borde rimligen betraktas som en sammanhéallande princip
med icke-triviala konsekvenser - cosinusteoremet och Pythagoras’ sats &r ett annat exempel (projektionens
linearitet).

Det leder naturligtvis till en del besvirande och larorika stringensfragor - till sist dr det inte sa sjalvklart
vad en vinkel ar for nagot. Men att inte ens antyda mojligheten av ett askadligt och naturligt bevis, och
dértill hérande problem, finner jag omoraliskt.

Det andra &r , som ofta annnars, harledningen av de trigonometriska derivatorna, speciellt da derivatan av
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Det kritiska ar olikheten z < tanz for 0 < z < 7/2 som forklaras pa de maérkligaste sétt i litteraturen.
Jag har tidigare (”Tillbaka till sandladan!”, Utskicket eller min hemsida) anvisat en enkel 16sning pa det
didaktiska problemet - dra tangenten i ratt punkt och jamfor brant (tangent)- brantare (bage) - brantast
(halv korda).

Har véljer nu forfattaren att jamfora areor istélletfor baglangder. Men cirkelsektorns area ar da inte ”bagen
ganger radien genom 27 vilket vore en suggestiv analogi med triangelns area - och mojlig att skérpa, med
viss moda.

Den éar istéllet en viss andel av cirkelns area, som alltsa forutsatts. Om cirkelns area inte ar ett specialfall
av sektorns area, vad dr den da? En integral av ett rotuttryck, foreslog en kollega. Visst, om den nu ginge
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att rdkna ut utan att man forutsétter derivatan av sinus eller dess invers -men hur néra problemet ar vi da?
Vad belyser beviset?

Tillsist handlar den grundliaggande etiska fragan om detta. Att framstélla sakens ratta natur, vad som &r an-
tagande, pastaende, slutsats, vad som ar observationer, elementara konsekvenser eller djupgaende samband,
var teorin tangerar intuitionen och var, helst ocksa varfor, den tvingas dra kaniner ur hattar.

Att inte ens forsoka nagot av detta ar utslag av den populism som jag - med mycket varierande framgang -
dgnat min nu avslutade karridr at att bekampa.
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