I Lineir algebra och differentialekvationer.

Detta dokument ar ett forsok att motivera nagra av linedra algebrans begrepp
och tekniker, med hjélp av en tillimpning. Lé&sningen kréver vissa férkunskaper.
Eftersom vi anknyter till differentialekvationer maste du veta vad derivator &r; du
maste dven kdnna till nadgra standardderivator och rékneregler.

Du maste &ven veta det enklaste om rikning med komplexa tal.

For forstaelsen ar det viktigt att du inte hakar upp dig pa detaljer. Denna text ska
lésas som man ldser matematisk text éverhuvudtaget. Inte en rad i sdnder, utan
mer 6vergripande forst, for att se hur den gar, detaljer forst sedan.

.I.1 Om differentialekvationer

Ett av de viktigaste modelleringsverktygen inom matematikens tillimpningar &r
differentialekvationer. Man vill studera hur vissa tillstand, t ex ldgen och hastig-
heter i ett svingande partikelsystem, fordndras med tiden. Ofta kan man hérleda
samband mellan de s6kta funktionerna och deras derivator. Att ur ett sddant
samband, ett differentialsystem, ta fram funktionerna sjélva ar att Igsa systemet.

Ofta bestams utvecklingen av ett fatal data vid en viss tidpunkt, begynnelsevirden.
Det ar vésentligt att se hur 16sningarna beror pa dessa data, om det finns 16sningar
till alla tdnkbara data och hur mycket man behover veta for att bestdmma l6sningen
entydigt.

Vi méaste borja med det allra enklaste, ett samband dér endast en okénd funktion

ingar. Du kan hoppa 6ver entydighetsfragorna om du ar angeldgen att komma fort
till saken.

1.2 Ekvationen y/(t) = ay(t), a reellt.
Rubrikens funktion, y(t), dr den sokta.

Variabeln betecknas med ¢ som i “tid” (time, temps). I regel ska vi anta att allt
boérjar vid en bestdmd tid, som vi sétter till noll. Ekvationen ska alltsa galla for
alla varden t > 0.

I ekvationen forutsitter vi tills vidare att konstanten a &r reell. Derivatan y'(t)
betyder, som bekant, en tillvixthastighet. Sambandet y'(t) = ay(t) innebér att
denna hastighet ar proportionell mot y(t) sjalvt.

Det kan vara ett lampligt antagande om y(¢) betecknar befolkningsméngden i ett
land (hér idealiserar vi; befolkningstalet antar ju bara heltalsvirden); tillvixten
kan antas vara proportionellt mot antalet ménnsikor som kan géra nagot at saken
(fundera gérna kritiskt pa komplikationerna i den modellen).

Proportionalitet &r det enklaste fallet av linearitet, som vi ska diskutera senare.
a ar i detta fall positivt. Ett exempel med negativt a &r radioaktivt sénderfall.

S& mycket kan faststiillas utan vidare: systemet satisifieras av y(t) = C-e%. Det ser
du genom att sétta in detta uttryck i ekvationens bada led. Exponentialfunktionen
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har uppfunnits for just detta dndamal: att l6sa den mest fundamentala av alla
differentialekvationer. Nir vi deriverar e far vi tillbaka samma funktion multipli-
cerad med a. Vi sdger att denna funktion &r en egenfunktion till derivationsopera-
torn.

Olika vérden pa konstanten C' ger olika l6sningsfunktioner. Konstanten C' ger den
ytterst trivala l6sningen y(¢) = 0 (“y identiskt lika med noll”). Lésningarna till olika
virden pé C skils litt fran varandra genom begynnelsevéirdet y(0). For y(t) = C-e®
géller y(0) = C!

Vi far alltsa en 16sning till varje virde pa y(0). Om man ritar graferna for alla de
erhéllna 16sningarna kommer det att ga en 16sning genom varje punkt pa y—axeln.
Man kan rentav visa att det gar en losningskurva genom varje punkt i xy—planet.
Men det ar iallafall beréttigat att fraga om vi verkligen hittat alla l6sningar. Vi visar
som hastigast att det finns exakt en 19sning till varje begynnelsevirde y(0) = C.

Lat y(t) vara en losning. Eftersom e = 0 for alla ¢ kan vi skriva om: y(t) = e z(t);
dar 2(t) = e *y(t) och z(0) = y(0) = C. Vi sitter in denna ansats i var
differentialekvation:

Y (t) = ae®z(t) + e (t) = ay(t) = ae™2(t)

Efter multiplikation med e~ ser vi da att 2/(t) = 0, dvs. z(t) ér konstant. Denna
konstant maste stdmma med begynnelsevardet 2(0) = C, s& z(t) = C. Dirmed &r
visat att y(t) méste vara lika med Ce®

1.3 Ekvationen y/(t) = ay(t), a komplext = a + ib

Det kan ju verka konstigt att tillata en komplex konstant, nér variabeln ar reell.
Meningen med detta klarnar nir vi studerar ekvationer av ordning 2, alltsa ekva-
tioner dar dven y”(¢) ingar.

For en komplexvérd funktion y(t) = u(t) +4v(t) definierar vi derivatan komponent-
vis:

y'(t) = u'(t) + v’ (1)
Nu har man for linge sedan kommit pa att definitionen
y(t) = e = et — o (cos bt + i sin bt)

ger en 16sning till ekvationen y'(t) = ay(t). Produktlagen, och kéinda derivator, ger
oss:

y'(t) = ae™(cos bt + isinbt) + e (—bsinbt + ibcosbt) =
(a 4 ib)e™(cos bt + i sin bt)

Denna 16sning har begynnelsevirdet y(0) = 1. Vi far en 16sning till det komplexa
begyynnelsevirdet C' genom multiplikation: y(t) = C - e“t.

Fragan om entydighet avgors pa exakt samma sétt som i det reella fallet.
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.I.4 Ekvationen 3" (t) + a®y(t) = 0

Ekvationen i rubriken &r det enklaste exemplet pa en andra ordningens differential-
ekvation. Den har konstanta koefficienter, och vi antar a # 0 reell. y och y” ingar
lineért, dvs. véinsterledet ar ett forstagradsuttryck i dessa funktioner.

Ekvationen 16ses t ex av en pendel (vars dnde dr en partikel och vars arm &r viktslos)
vid smé utslag. Skolfysiken visar detta ur &nnu ett proportionalitetsantagande,
Hookes lag.

Det &r en enkel derivationstvning att kontrollera att y(t) = cosat,y(t) = sinat ar
tva 16sningar till denna ekvation. Ekvationens enkla, linedra, struktur, gor att dven
varje y(t) = Acosat + Bsinat &r en 16sning.

Om du sétter in uttrycket i ekvationen ser du att vardera termen for sig bidrar noll.

Denna funktion ar realdelen av
(A —iB)(cosat + isinat) = (A —iB)e'*

Aven dess imaginérdel dr en 16sning.

Vi kan ocksa verifiera direkt att hela det komplexvirda uttrycket satisifierar ekva-
tionen. Samma linearitet som nyss garanterar da att real- och imaginérdel var for
sig satisifierar ekvationen (det ar forstas véisentligt att den har reella koefficienter).

Man kan i detta fall verifiera att det finns exakt en (komplexvird) l6sning till
varje uppsattning (komplexa) begynnelsevirden y(0) = C,3'(0) = D. Reella
begynnelsevirden ger reella 16sningar, ndmligen

D
y(t) = C'cosat + — sin at
a

vilket du latt kontrollerar.

Entydighet verifierar man bést pa komplex form, genom att ansitta

y(t) = e"'2(t),

vilket leder till en forsta ordningens ekvation i 2/(¢) (den nyfikne kontrollerar detta;
det gors dock i detalj i Analys-kursen). Ur denna kan forst 2/(¢) 16sas som forut,
dérpa foljer en enkel integration.
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JI Ett system

Ett system av differentialekvationer kan se ut sahér:

) (t) = —2z1(t) + 22(t)
2o () = z1(t) — 2x2(t)

x1(t), x2(t) ar de sokta funktionerna. Ekvationerna innehaller bade funktionerna
sjdlva och deras andraderivator. Systemet &r linedrt och homogent, dvs. bada
ekvationerna innehaller forstagradsuttryck i funktionerna och deras andraderivator,
men inga bekanta termer.

Det skulle fora for langt att beskriva den fysikaliska modell (ett enkelt svingande
system) som leder till detta system.

Lat det ridcka med att 1,22 beskriver ligen (avvikelser fran ett viloldge) for tva
partiklar, forbundna med en fjadder mellan sig, och bigge fasta med en fjader i
varsin vagg.

En utredning, med bild, finns pa sidan 92 i min fria bok Krypa-Ga; lankar finns
fran min hemsida http://www.mai.liu.se/~ pehac. Det handlar bland annat om
att kraften pa den vénstra partikeln beror pa uttojningen av dels den vénstraste
fjadern (—x1(t)), dels den mellersta (—x1 + 22).

T T2

Att inga bekanta funktioner, eller forstaderivator, ingar, beror pa att systemet
inte drivs av palagda krafter och att det ar friktionsfritt. Dess linedra, homogena,
struktur medfor att systemet har en alldeles trivial 16sning, ndmligen bada funk-
tionerna konstant lika med noll. Dvs. ingenting hander, partiklarna star still.

Givet de fysikaliska forutsdttningarna ar det naturligt att fraga efter enkla sving-
ningar, t ex dir bada funktionerna ar trigonometriska funktioner med samma period
(eller, ekvivalent, samma frekvens). Som néstan alltid blir behandlingen bekviamast
om vi ansédtter sddana svangningar pa komplex form.
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JI.1 Egensvingningarna.

Ansatt saledes . .
T (t) = Clemt, X9 (t) = Cgemt

déar Cq, Cs &r sokta komplexa konstanter.

Vi observerar att xf(t) = —Cia?e®; 24(t) = —Caa?e™. Efter insittning i
systemet kommer exponentialfaktorn att ingéa i alla termer. Sedan vi strukit den
erhaller vi ett vanlig lineért ekvationssystem:

—Cla2 = -2C1 +Csy
—Cga2 = Cl — 202

i vilket vi flyttar allt till ett led:

(a2 - 2)01 +Cy=0

Ci+ (a2 — 2)02 =0
Det visar sig nu, att for de flesta virden pa a erhaller vi endast nollésningen
C1 = Cy = 0. Undantagsvirdena pa a ger oss systemets egensviangningar.

Multiplicera den forsta ekvationen (ledvis) med a? — 2, den andra med -1, och
addera. Co forsvinner da helt ur rdkningarna och vi far kvar:

[(a* —2)* —1]C; =0

Vi kan ocksa gora oss av med C;. Till den &nden multiplicerar vi den forsta
ekvationen med -1, den andra med a? — 2, och adderar. Kvar blir:

[(a* —2)* = 1]C2 =0

Uttrycket D = (a? —2)? — 1 kallas for systemets determinant. Dess virde har ett
avgorande inflytande 6ver 16sningsstrukturen. Om D # 0 sé far vi den redan kidnda
triviala 16sningen C7; = Cy = 0 som enda 16sning. Den ar fysikaliskt ointressant,
som vi redan papekat.

Genom att losa ekvationen D = (a? — 2)? — 1 = 0 far vi de intressanta a—virdena:
(> —2)* =1
a’> —2 =41
a?=3,a>=1
a=+V3;a==+1

Sitter vi in a2 = 1 far vi foljande urartade system:

—Ci1+Cy=0
Ci—Cy=0
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Ekvationerna siger samma sak, C; = C3! Vi kan alltsd inte hitta nagon entydig
I6sning. Vanligt &r att man infér en neutral storhet, s, och uttrycker de bada
obekanta i den, C; = Cy = s. Varje (komplext) virde pé s ger en 16sning.

Insittning av a? = 3 ger oss C1 + Cy = 0. Vi siitter Cy = s och 16ser ut C; = —s.

Det forsta fallet ger oss alltsa de komplexvirda lésningarna
x1(t) = 2o(t) = se® = (A4 iB)(cost £ isint) =

dar A, B ar reella.

Den linedra strukturen gor att realdel och imaginérdel var for sig satisifierar syste-
met. Efter att ha bakat in tecknet i konstanten B far vi alltsa foljande reellvirda
l6sningar:

x1(t) = 22(t) = Acost + Bsint
Detta innebar att de bada partiklarna svinger med samma amplitud och frekvens
och i samma fas.

Man vill ofta relatera en svingning till dess begynnelsetillstdnd, dér partiklarnas
lagen och hastigheter ar kinda (vid tiden ¢ = 0).

Har ar
21(0) = 22(0) = 4 24(0) = 2}(0) = B
Denna speciella egensvingning ar alltsa mojlig endast om partiklarna vid tiden noll

ar forskjutna lika mycket fran sitt viloldge, och har samma hastighet.

Det andra fallet ger oss, pa samma sétt,

x1(t) = —x2(t) = Acos /3t + Bsin /3t
Partiklarna svinger nu i motfas, med samma amplitud och frekvens. Vi ser att
z1(0) = —x2(0) = A
och
74(0) = —a5(0) = V3- B

Vi far denna motfassvingning genom att dra isdr partiklarna lika langt och lika fort
at varsitt hall och slappa dem.

JI.2 Vi linedrkombinerar!

Samma lineéra struktur, som tillét oss att ta isér 16sningar i real- och imaginérdel,
tillater oss att sédtta ihop 16sningar till nya I6sningar.

For det forsta, om x1(t),z2(t) ar ett 16sningspar till vart system, och A dr ett
reeellt tal, si &r dven Axi(t), Az2(t) en 16sning. Sétter vi in dessa uttryck istéllet
for x1(t), z2(t) i bada leden, sd multipliceras dessa bada led med A, s& att likhet
fortfarande géller.

P& samma sétt, om 21 (t), x2(t) och y1(t), y2(¢) ar tva 16sningspar s& ar dven x4 (t) +
y1(t), z2(t) + y2(t) en lésning till systemet.
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Vi har t ex:
(@1(t) +y1(1)" = 21(1)" +y1(1)" =
= =221 (t) + 22(t) — 201 (1) + 2(t) = —2(21 () + 1(1)) + (22(2) + v2(t))
Det &r tva saker som kommer in. Den ena, att funktioner och andraderivator ingar
linedrt, till grad ett; den andra att derivator (och andra derivator) har ett enkelt
férhallande till summor och talfaktorer. Derivatan av en summa dr summan av

derivatorna; och vi far bryta ut talfaktorer ur derivator. Dessa bada egenskaper
uttrycks ocksa med ordet “linearitet”.

Vi ska omsider vinja oss vid att inte tdnka pa linearitet som formen f6r ett uttryck,
utan som en egenskap.

Kombinerar vi de bada citerade egenskaperna kan vi séiga dnnu mer:

Om x1(t), z2(t) och y1(t), y2(t) dr tva 16sningspar, och om A, u &r reella konstanter
s& ar Aven Az (t) + py1(t), Axe(t) + pya(t) en 1osning till systemet.

Denna nya 16sning kallar vi for en linedrkombination av de bada givna losningarna.

Vi kénner redan tva egensvangningar. Vi vill nu veta vad vi kan uppnd genom
att linedrkombinera dem. Det &r pa tiden att inféra en bekvdm rdkneformalism,
matriser.

1.3 Matriser.

Matriser dr rektangulira talscheman. Matrisens format, talparet m/n, ar antalet
rader resp. antalet kolonner (spalter) i schemat.

Foljande &r 1/2- och 1/3-matriser, vardera med en enda rad och tvi, resp. tre
spalter:

(a b)), (p ar)
Talen a, b, resp. p,q,r &r matrisernas element.

Matriser med en enda rad kallas radmatriser. Féljande &ar tva kolonnmatriser, av
format 2/1, 3/1, alltsd med tva resp. tre rader, och en enda kolonn:

a p
b q
r

Jag ger nu exempel pa en 2/2- och en 2/3-matris, badda med tva rader, den forsta
med tva kolonner, den andra med tre:

1 3 1 3 5

2 4 -1 2 4
Man kan definiera flera rikneoperationer. Att multiplicera en matris med ett tal
innebér (definitionsméssigt) att man multiplicerar alla dess element med talet. Man

kan &ven addera tva matriser om de har samma format, genom att man adderar
elementen pa motsvarande platser.
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En linedrkombination av tva matriser kan se ut sahér:
1 -1\ (A1 + p-(-1)
A(2)‘”(1)‘(»2 + el

Mer intrikat &r multiplikationen av matriser med varandra. Vi kan multiplicera en
rad med en kolonn om och endast om de &r lika langa. For matriser av format 1/3
och 3/1 lyder definitionen s&hér:

p
(a b c) q | =ap+bg+cr
r

som ibland ska uppfattas som en 1/1-matris, men oftare som ett tal. Om den forsta
matrisen har flera rader av langd n, dvs. ar av format m/n och den andra har flera
kolonner av samma langd n, dvs. dr av format n/p, s erhéller man (definitions-
maéssigt) produkten genom att multiplicera varje rad i den forsta faktorn med varje
kolonn i den andra. Produkten far format m/p. T ex:

a b c p _ ap +bg + cr
d e f g dp+eq+ fr
p S
(a b c) gt _<ap—|—bq+cr as—|—bt+cu>
rou

d e f dp+eq+ fr ds+et+ fu

De viktigaste situationerna ar nér den forsta faktorn &r n/n, med lika manga rader
som kolonner, och den andra antingen har samma format som den forsta, eller
formatet n/1:

(D03 -(E ) -(42)

(5 -k (5)=(3)

vilket dr en linedrkombination av den forsta matrisens kolonner.

Ett ekvationssystem skrivs ofta bekvimast pa matrisform. Foljande system:

—2171 + 22 = ay

X —2172 = a2

(12)(%)

kan ocksa skrivas sahéar:

ai
az

Il
7N
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w(1)em(a)= ()

Det sista skrivsattet innebér att man vill skriva den givna hogerledsmatrisen som
linedrkombination av de bada kidnda kolonnerna. Den som vet lite om geometriska
vektorer inser kanske att detta kan tolkas som en komposantuppldsning av en given
vektor i tva givna riktningar.

Visentligt for att kunna hantera matriser ar riknelagen (AB)C = A(BC). Har
ar A, B, C, matriser av formaten m/n,n/p,p/q vilket garanterar att bada leden ar
definierade och av samma format (=m/q).

eller sahar:

Matrisprodukter uppstar dels nér vi tecknar linedra samband, dels nar vi sétter in
ett linedrt samband i ett annat:

y1 = axr1 + bao

Yo = cx1 + dzo

z1 = Dpy1 + qy2
22 = TY1 + SY2

blir pa4 matrisform:
(1) D) ()0 ()
Yo c d To 29 r s Yo
(2)=( ) (F o) (5)smrax
29 r S c d To

JI.4 Systemet, dess 16sningar och alla verifikationer, pA matrisform

Vi visar forst hur vart system, och vara tidigare verifikationer, kan skrivas mer
koncist pa matrisform.

Sjélva systemet blir:

Om vi infér beteckningarna

xo-(20) vo-(46). 4-(12)

blir formen denna:

X"(t) = AX(t),

en icke endast ytlig analogi till den skaldra differentialekvationen a”(t) = ax(t).
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Den linedra struktur vi talat om tidigare yttrar sig i en egenskap hos matrismulti-
plikationen i hogerledet. Det &r latt att verifiera att

AX() + Y1) = AX(1) + AY():  ANX(D) = AAX(2)

Denna egenskap gar hand i hand med motsvarande egenskap hos andraderivationen.

Vi fann de komplexa lésningarna (som vi nu skriver pd matrisform):

(1) xn-e ()

(eftersom z1 = x5 i det forsta fallet, x1 = —xo 1 det senare) Verifikationen av den
forsta lyder pa matrisform:

X"(t) = i%e" ( 1 ) = ¢t ( 1 ) =-X(t)
AX(t) = e (‘% _;) ( }) = et ( }) = —X(1)

Det forsta sambandet har vi redan uttryckt som att e #r egenfunktion till andra-
derivatan (noggrannare: till operationen “derivation tva ganger”).

Det andra ar ett matrissamband:
-2 1 1y (1
1 -2 1/ 1

Vid multiplikationen med A &vergar kolonnen ( 1 ) i minus ett ganger sig sjalv.

Vi séger att denna kolonn, egensvingningens amplitudvektor, dr en egenvektor till
matrisen A (man kommer att behéva en precisare terminologi, men detta far riacka
for stunden).

Den andra egensvingningen verifieras lika 1att:

X"(t) = (iV/3)2e V3 (‘1 ) = —3¢'V3t (‘1 ) = -3X(t)

AX(t) = V3 (‘f _; ) (‘1 > = —3e1V3 (‘1 > = —3X(t)

Exponentialfaktorn dr egenfunktion med egenvérdet -3 till andraderivationen. Dess
amplitudvektor ar egenvektor, med samma egenvéirde, till matrismultiplikationen.

JIL.5 Losningar till givna begynnelsevirden.

Vi har redan tidigare konstaterat att varje linedrkombination av egensvingningarna
ocksa ar en 16sning. Vi kénner alltsa till f6ljande 16sningar:
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() (1) (1)

dér A = a —ib, p = ¢ — id ar givna komplexa konstanter.

Vi vill nu arbeta reellt och tar darfor realdelen av ovanstaende:

! > + (ccos V3t + dcosV/3) G)

(acost+ bsint) ( 1

Det kan vara fysikaliskt intressant att avgora om det finns l6sningar till varje
uppséittning begynnelsevirden, dar alltsé dels ldgena x1(0) = aq, 22(0) = g, dels
hastigheterna 2 (0) = 1, 25(0) = (2, 4r givna.

Vi satter darfor in ¢ = 0 i de reella losningarna och erhaller:

a1 o 1 -1
()=+(1)=(1)
eftersom cosinustermerna ar ett, och sinustermerna noll, for ¢ = 0.

Hér dr a—na givna, a, ¢ sOkta. Detta dr en av de matrisformer for ekvationssystem
som vi tidigare skrivit upp. I klartext star:

a—c=am

a+c=ao

Om vi subtraherar den forsta ekvationen fran den andra (och behéller den forsta)
ser vi att detta &r samma sak som:

a—c=aqi

2c= —aq + s

(Detta ar det enklaste exemplet pd Gauk-elimination, som &r bland det forsta man
stoter pa i en kurs i linedr algebra. Det &r typiskt att de allra elementéraste idéerna
kommer igen &ven i kursens mer avancerade skeden.)

Den sista ekvationen ger oss ¢ = 2(—a1 + az). Insittning av detta uttryck i den

forsta ger a = (a1 + as).
Systemet ar entydigt l6sbart.

P& samma sétt 16ser vi ut b, d entydigt. Derivation, foljt av insédttningen ¢t = 0, ger

oss denna gang:
B\ 1 -1
(5)=2()res(h)

som vi 16ser pa ett likartat sitt. Infor vi d’ = dv/3 som ny obekant far vi rentav
exakt samma l6sningsstruktur som forut, alltsa aterigen entydig lésbarhet. Sjilva
detta faktum intresserar oss just nu mer &n 16sningen.
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Den som vet lite om geometriska vektorer ser att vii bada fallen forsokt att uttrycka
en vektor som linedrkombination av vektorer med koordinaterna

1 -1

1)’ 1
dvs. att vi genomfort en lyckad komposantuppdelning. Den geometriska forklarin-
gen till att detta gar &r att de bada vektorerna dr icke-parallella. Den algebraiska

forklaringen ar att de bada kolonnmatriserna ar icke-proportionella, dvs. den ena
ar inte ett tal ganger den andra.

JI.6 Entydighet.

Vi har nu alltsa sett att vi genom att linedrkombinera egensvingningarna lyckas
uppfylla varje uppséttning begynnelsevillkor (givna ligen och hastigheter). Men
vi har hela tiden ansatt I6sningarna pé en speciell form. Fragan ar forstas om det
finns helt andra typer av 16sningar som uppfyller dessa begynnelsedata.

For en fysiker ar det kanske sjalvklart att ldgen och hastigheter vid viss tid bestam-
mer fortsdttningen. Vi matematiker far lov att rékna.

Detta réknande underléttas om vi inte ansétter l6sningarna pa formen

(2)) =m0 (5) +=0(1)
(2 =no (1) w0 (1)

alltsa som linedrkombination av egenvektorerna. Kan vi skriva godtyckliga kon-
stanta 2/1-matriser som konstanta linedrkombinationer av dem, kan vi naturligtvis
skriva variabla 2/1-matriser som variabla linedrkombinationer.

utan pé denna:

Mellan de s6kta funktionerna z;(t), och hjilpfunktionerna y;(¢) rader sambandet:

z2(t) = y1(t) + y2(t)
och, omvént:

(1) = (@ (1) + 22(0)

y2(t) = 5(~21(0) + 22(0)

vilket du latt kontrollerar.
(Vi utfor darmed vad som kallas for ett basbyte for att “se béattre”)

Vi sétter in ansatsen i vart system:

vénster led— ( igg ) =y/(t) ( 1 ) +ya (1) (_1 )
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wora- 4 (240) v (}) s ()

dér vi sedan utnyttjar att kolonnerna var egenvektorer till A:

A(50) = (1) s0m0 (1)

Vi ska ha likhet mellan vinsterleden:

alltsa dven mellan hogerleden:

) ( 1 ) () (‘1 ) = —1-1(t) ( 1 ) + =3 y(t) (_1 )

Vi skriver om detta sahér:
2 1 " " -1
WO+ 1m0 (1) =0 +350) ()

Om vi ldser av komponenterna ser vi att koefficienterna framfér kolonnmatriserna
ska vara lika med bade plus och minus varandra. De maste alltsa bada vara lika
med noll:

yi (t) = —1-y1(t)
Yy (t) = =3 - ya(t)

Véar ansats har alltsa kopplat isér ekvationerna sa att endast en obekant funktion
ingar i vardera.

I ett tidigare avsnitt har vi just 16st den typen av ekvationer och 16sningarna blev
precis de sinus- och cosinus-funktioner som vi redan réknat fram; dvs. vi har redan
hittat alla 16sningar.

Speciellt innebér detta att det till varje uppséttning av begynnelsedata finns exakt
ett 16sningspar.

Egentligen ar det tva egenskaper hos vara bada amplitudvektorer som vi utnyttjat.

Nér vi ansatte 10sningarna utgick vi fran I6sbarhet, att de sokta 16sningarna verk-
ligen gick att uttrycka som (variabla) linedrkombinationer av de bada kolonnerna.
Denna egenskap uttrycks i algebrakursen med ordet “spanna upp”; de bada kolon-
nerna spanner upp vektorrummet av 2/l-matriser. Ett vektorrum &r, forenklat
uttryckt, en mangd ddr man kan bilda linedrkombinationer.

Nér vi identifierade koefficienter var det fragan om entydighet som var avgorande.
Det ar framforallt hdr som det omndmnda linedra oberoendet, franvaron av pro-
portionalitet, kommer in.
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JIT Tillbakablick
Vi ser tillbaka pa vilka begrepp och tekniker som vi hittills motiverat.

JII.1 Losning av ekvationssystem

Vi har ideligen letts till att 16sa lineéira ekvationssystem. Fragan om 16sningsstruk-
turen har ocksad uppstatt. I IL.1. Vi ville veta om ett system enbart hade den
vantade noll-16sningen, eller om det hade flera. Har uppstod fragan om entydighet.

I II.5. wville vi bestdmma l6sningar till givha begynnelsevirden. Detta ledde oss
ocksa till att stilla upp linedra ekvationssystem. Nu var det I6sbarheten, existensen
av 16sningar, som var vasentlig for oss.

JI1.2 Determinanter

Vi har snuddat vid begreppet determinant. Determinanten till ekvationssystemet

ary +bxro =p

cx1+dry =q
ar talet

D =ad—-bc

I II.1. (d&r hogerleden var = 0) sag vi att determinanten maste vara lika med
noll for att vi skulle fa intressanta 16sningar. Allmént kan man visa att systemet
(oberoende av hogerled) dr entydigt 16sbart om och endast om dess determinant # 0.

Ar determinanten lika med noll beror 16sningsméingden pa hogerleden. Systemet
kan beroende pa dessa ha antingen ingen eller odndligt ménga 16sningar. Nar
hogerleden ar noll kan bara det senare intréffa.

Determinanten kan generaliseras till allménna linedra system med lika manga ekva-
tioner som obekanta. Samma kriterier kan formuleras i det allménnare fallet.

Fragan om l6sningars existens och entydighet avgors emellertid oftast bekvimast
genom ett I6sningsforfarande som kallas Gauf-elimination. Determinanten har
huvudsakligen teoretisk nytta. Det &r till exempel med dess hjidlp man enklast
visar att ett svingande partikelsystem med n partiklar har hogst n egenfrekvenser.

JII.3 Matriser
Matriser ger ett overskadligt sitt att skriva upp linedra samband.

T ex verifikationen av egensvingningar, samt resultatet av linedrkombination av
dessa, blev 6verskadligast pa matrisform.

Nér vi studerade entydighet gjorde vi ett funktionsbyte:
z1(t) = y1(t) — y2(t)
z2(t) = y1(t) + y2(t)
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och, omvant:

n(t) = 51 (6) + 22(6)
2(t) = 5 (=1 (1) + (1)

P& matrisform blir detta:
()~ (1) (i) - (3)
l‘g(t) 1 1 yg(t) yg(t)
(18)-3(2 1) ()-+(2)
yg(t) 2\-1 1 l‘g(t) ,Tg(t)
Nér tva 2/2-matriser uttrycker ett direkt samband och dess omvindning &r de

inverser till varandra:
TU =UT = <1 O) =F

resp.

0 1

dér enhetsmatrisen F har egenskapen FX = X E = X nérhelst produkterna finns.
Det dr inget markligt med talet 2, allt kan generaliseras till hogre format. Det dr
tydligen intressant att veta ndr matriser har invers, dvs. nér linedra samband kan

I6sas. Aven hir dyker determinanterna upp.

Kolonnmatriser och manipulationer med dessa (linedrkombinationer) kan ofta illu-
streras geometriskt; t ex nér vi linedrkombinerar egensvingningar for att erhalla
onskade begynnelsevirden finns en stark analogi med komposantupplosningar av
vektorer.

En stor del av linedra algebrans begrepp tar sats i analogier med geometriska
fenomen, vilket inspirerar intelligenta gissningar om resultaten och gor det lattare
att komma ihag dem. Det ar det viktigaste skilet att kurser i linedr algebra ofta
boérjar med geometri i tva och tre dimensioner.

III.4 Dimension.

Vart svangande system hade foljande 16sningar:

(28 ) :Asint(i)—i—Bcost(i)—i—Csin\/gt (‘i ) + D cos V3t (‘1)

Varje 16sning dr linedrkombination av fyra speciella 16sningar.

Vi behover alla fyra. De tre sista récker inte for att beskriva alla 16sningar; vi kan
t ex inte skriva den forsta som linedrkombination av de 6vriga. Forsok:

sint < 1 ) = Acost ( 1 > —l—usin\/gt <_1 > + v cos V3t <_1 >

Tecknet =’ uttrycker likhet mellan funktioner, dvs. likhet ska rada for alla ¢ (eller
snarare alla positiva t) samtidigt som A, u, v dr konstanter. Vi far en orimlighet
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genom att sitta in ¢ = 7/2. DA blir ndmligen vénsterledet ( ! ) ett tal ganger

1
-1 . .. -
( 1 ) vilket dr omdojligt.

Man kan visa mer, t ex att ingen méngd med tre 16sningar racker for att beskriva
hela 16sningsméngden. Och att av fem l6sningar alltid nagon &r overflodig for
beskrivningen. Ur detta kan man tillsitt visa att varje &ndlig mangd som precis
ricker till att (dértill entydigt) beskriva hela 16sningméngden maste bestd av fyra
l6sningar.

Vi séger att “losningsrummet har dimension 4” Dimensionstalet anger antalet “fri-
hetsgrader”. Vi kan ldgga upp till fyra (linedra) tving pa losningarna, t ex som
férut fyra begynnelsevirden, och erhalla 16sningar. For varje tillfort tvang tappar
vi losningar (“dimensionen sjunker”), men fyra tvang ar precis vad vi klarar av (om
inget av villkoren kan héirledas ur de Gvriga).

Vi behover forstas precisera begreppen “beskriva” (“spanna upp”), samt entydighe-
ten, att inget villkor kan hérledas ur 6vriga och ingen 16sning uttryckas i de 6vriga
(“lineéirt obereoende”). Vidare behdvs resultat som visar att dimensionsbegreppet
ar meningsfullt (lite mer om detta i det sista avsnittet). Denna abstrakta teori &r
en stor bit av den grundldggande linedra algebran.

JIL.5 Linearitet.
Lineéra algebran handlar om linearitet.

Formellt handlar den om linedra avbildningar mellan vektorrum, begrepp som vi
diskuterar nedan. Behovet av allminnare definitioner infinner sig férr eller senare
nar man vill ha bekvima begrepp och beteckningar och tydligare se analogin mellan
olika fenomen.

Vart studium av differentialekvationer tog sats i linearitetsegenskaper. Dels hos
andraderivatan:

(Az ()" = Az (t)
(z(t) +y(1)" = 2(t)" +y"(t)

Dels hos multiplikationen med systemmatrisen:
AMX) = AX

AX +Y) = AX + AY

En konsekvens av lineariteten var en enkel struktur. Vi kunde t ex beskriva alla
losningar som (entydiga) lineirkombinationer av speciella 16sningar, egensvingnin-
garna.

Vi kunde arbeta komplext och sedan ta isdr 16sningarna i real- och imaginédrdel.

Viktigast dr kanske sambandet mellan 16sningar och deras begynnelsevirden (i vart
exempel: tva virden och forstaderivator vid tiden noll).

Om vi lindrkombinerar tva losningar, dvs. multiplicerar dem med varsitt tal, och
adderar, sa gor vi givetvis detsamma med deras virden vid tiden noll, och med
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derivatorna (eftersom derivationen &r lineér). Om vi ténker oss de fyra begynnelse-
virdena uppstillda som en matris av format 4/1 (en kolonnmatris) s& har vid vad
som kallas for en linedr avbildning fran systemets 16sningsméangd till médngden av
4/1-matriser.

Dessa bada méangder ar vektorrum. Vektorrum &r méngder dar man definierat en
addtionsoperation och en multiplikation med tal (s& att vi kan lineirkombinera
element) sddana att ett antal riknelagar ar uppfyllda (ndmligen de lagar som
garanterar att man riaknar ritt utan att tdnka). Var 16sningsméngd, och méngden

av 4/1-matriser, (kallat R* ir exempel pa sadana vektorrum.

Avbildningen vi just definierade &r dartill bijektiv, dvs. tva olika l6sningar kan
inte ha samma fyra begynnelsevirden, och det finns verkligen 16sningar till varje
uppséttning av fyra sddana virden. Det betyder att mycket av det som géller i det

elementérare rummet R* ocksé &r sant i vart 16sningsrum.

T ex: att man beh6ver minst fyra element for att beskriva alla element i R* (som
linedrkombinationer) och att minst ett av fem givna element #ar overflodigt for

beskrivningen. I R* ir dessa fakta elementiira konsekvenser av 16sningsstrukturen
for linedra ekvationssystem och i s& matto konkreta.

De mest konkreta exemplen pa vektorrum och linedra avbildningar (f6r den som
kinner till detta) &r méingden av geometriska vektorer och sddana geometriska
konstruktioner som ortogonalprojektioner och vridningar. Déaremot &r dessa ex-
empel inte helt elementira eftersom de bygger pa kunskaper om kongruenta och
likformiga trianglar.



